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ПАВАЖАНЫЯ ДЗЕСЯЦІКЛАСНІКІ! 

У гэтым навучальным годзе вы будзеце вывучаць геаметрыю прасто-
ры — стэрэаметрыю. Калі ў планіметрыі асноўнымі аб’ектамі вывучэння 
з’яўляюцца пункт, прамая і тыя фігуры, усе пункты якіх належаць адной 
плоскасці, то ў стэрэаметрыі да асноўных аб’ектаў вывучэння дадаецца 
плоскасць і вывучаюцца тыя фігуры, што маюць тры вымярэнні і якія 
прынята называць целамі. Да асноўных цел адносяцца прызма, цыліндр, 
піраміда, конус, шар.

Стэрэаметрыя, як і планіметрыя, узнікла ў Старажытным Егіпце і 
раз вівалася ў сувязі з патрэбамі практычнай дзейнасці чалавека. Пры 
ўзвядзенні розных збудаванняў патрабавалася разлічыць, колькі матэры-
ялу спатрэбіцца, умець вылічваць адлегласці паміж пунктамі ў прасторы 
і велічыні вуглоў паміж прамымі і плоскасцямі, ведаць уласцівасці геа-
метрычных цел. Егіпецкія піраміды, збудаваныя 2–3 тыс. гадоў да н. э., 
уражваюць дакладнасцю метрычных суадносін, якія сведчаць пра тое, 
што іх будаўнікі мелі значныя веды па стэрэаметрыі.

Стэрэаметрыю можна разглядаць як абагульненне планіметрыі, таму 
на любой плоскасці ў прасторы з’яўляюцца праўдзівымі ўсе аксіёмы і 
тэарэмы планіметрыі, застаюцца такімі самымі і азначэнні.

Каб палегчыць успрыманне таго ці іншага сцверджання стэрэаметрыі 
і зрабіць яго больш наглядным, карысна змест сцверджання падмацаваць 
рысункам. Выявы планіметрычнай фігуры роўныя або падобныя ёй са-
мой. Для стэрэаметрычнай фігуры і яе плоскай выявы такое немагчыма. 
Таму неабходна навучыцца рабіць плоскія выявы геаметрычных фігур 
такімі, каб яны выклікалі ў нашай свядомасці прасторавыя вобразы гэ-
тых фігур, а таксама «чытаць» плоскія выявы прасторавых фігур. У гэ-
тым нам дапамогуць правілы, прынятыя для такіх выяў, у прыватнасці, 
штрыхавое выяўленне ліній, нябачных пры ўспрыманні рэальнай пра-
сторавай фігуры.

Матэматыка, асабліва геаметрыя, у пэўным сэнсе з’яўляецца самым 
лёгкім вучэбным прадметам, бо ў ёй не трэба займацца механічным 
завуч ваннем зместу. Дастаткова зразумець тое, што завучваецца, і тады 
яно само запамінаецца. Разам з гэтым матэматыка — магутны сродак 
удасканалення разумовых здольнасцей. Яна дае магчымасць навучыц-
ца аналізаваць, выяўляць памылкі ў разважаннях іншых. Таму можна 
пагадзіцца з выказваннем італьянскага вучонага Галілеа Галілея (1564–
1642): «Трэба прызнацца, што спроба трактаваць рэальныя праблемы без 
геаметрыі ёсць спроба зрабіць немагчымае».

Вучэбны дапаможнік складаецца з чатырох раздзелаў: «Уводзіны ў 
стэрэаметрыю»; «Паралельнасць прамых і плоскасцей»; «Перпендыку-
лярнасць прамых і плоскасцей»; «Каардынаты і вектары ў прасторы» 
(для вучняў, якія вывучаюць матэматыку на павышаным узроўні). 

Кожны раздзел адкрываецца ілюстраванай старонкай з назвай па-
раграфа. Параграф пачынаецца з абмеркавання пытання, абазначанага 
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4 ʿрадм̨ва

ў яго назве. Найбольш важныя новыя паняцці, правілы і сцверджанні вы-
лучаны паўтлустым шрыфтам; паняцці і факты, на якія варта звярнуць 
увагу, — курсівам. Сэнсавыя блокі ў параграфе адзначаны каляровымі 
літарамі, напрыклад, А), Б), В), Г).

У вучэбным дапаможніку вы сустрэнеце наступныя ўмоўныя абазна-
чэнні:

 — асноўныя прыклады з рашэннямі і падрабязнымі апісаннямі  
   паслядоўнасці дзеянняў;

 — важныя правілы і сцверджанні;

 — пытанні і заданні для самакантролю;

 — заданні для работы ў класе і дома;

 — матэрыял для паглыблення матэматычных ведаў;

 — дадатковы матэрыял для самастойнага азнаямлення          
   і вывучэння;

 — вучэбны матэрыял павышанага ўзроўню.

Для праверкі разумення зместу тлумачальнага тэксту, фарміравання 
ўменняў па яго прымяненні ў канцы параграфаў прадугледжаны кантроль-
ныя пытанні, практычная частка (практыкаванні, задачы). Калі вы не 
змаглі адказаць на тое ці іншае пытанне, неабходна звярнуцца да тлумачаль-
нага тэксту і з яго дапамогай паспрабаваць адказаць на гэта пытанне або, 
калі спатрэбіцца, выкарыстаць дадатковую літаратуру ці інтэрнэт. Прак-
тычная частка ўлучае згрупаваныя па сэнсавых блоках практыкаванні 
і задачы з улікам іх прызначэння (практыкаванні па прапанаваных 
рысунках; практыкаванні і задачы для засваення і замацавання новых 
паняццяў і тэарэм; задачы, выкананне якіх патрабуе выкарыстання як 
новых ведаў, так і раней атрыманых; практыкаванні і задачы з рэальным 
зместам).

Пры выкананні заданняў з практычнай часткі вы навучыцеся су па-
стаў ляць, знаходзіць агульнае і адрознае, рабіць правільныя вывады, 
прымяняць атрыманыя веды на практыцы.

Дадатковыя матэрыялы да вучэбнага дапаможніка «Геаметрыя-10» 
можна знайсці на сайце http://e-vedy.adu.by, раздзел «Матэматыка», курс 
«Матэматыка. 10 кл.».

Жадаем вам поспехаў!
Аўтары
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6 ˀаздзе̣ 1. ˄в̨дзін̼ ̲ ̭т̾р̾аметр̼̀

§ 1. Прасторавыя фігуры
А) Геаметрычныя фігуры падзяляюцца на плоскія і прасторавыя ў за-

леж насці ад таго, усе ці не ўсе пункты фігуры належаць адной плоскасці. 
Плоскія фігуры вы вывучалі ў ранейшых класах, там пазнаёміліся і з не-
ка торымі прасторавымі фігурамі — прызмай (рыс. 1), пірамідай (рыс. 2), 
цыліндрам (рыс. 3), конусам (рыс. 4), шарам (рыс. 5). Раздзел геаметрыі, 
у якім вывучаюцца плоскія фігуры, называецца планіметрыяй, а раздзел, 
у якім вывучаюцца прасторавыя фігуры, — стэрэаметрыяй.

ˀыс͘ ϭ ˀыс͘ Ϯ ˀыс͘ ϯ ˀыс͘ ϰ ˀыс͘ ϱ

Тую ці іншую прасторавую фігуру даводзіцца 
рысаваць на плоскасці ліста ў сшытку або на 
плос касці дошкі. Адпаведны рысунак выконваюць 
такім чынам, каб ён ствараў тое ўражанне, што і 
сама фігура, чый відарыс робіцца. Пры гэтым ня-
бачныя лініі робяць штрыхавымі.

На рысунку 6 паказаны паралелаграм ABCD і 
трохвугольнік PQR, якія перасякаюцца па адрэзку 
MN. Частка QMN трохвугольніка PQR знаходзіцца 
над паралелаграмам ABCD, частка PMNR — пад ім. 
Пры гэтым частка PKL чатырохвугольніка PMNR 
бачная, а частка KMNRL — нябачная. Звяртаем 
увагу на тое, што пункты K і L трохвугольніка PQR 
не належаць паралелаграму ABCD, а значыць, і яго 
старане AD.

На рысунку 7 паказана трохвугольная  піраміда  
DABC, якую перасякае плос касць па чаты рох ву-
голь ніку MNOP. Пры гэтым у піраміды нябачным 
з’яўляецца кант AB, а ў сячэння MNOP — яго сто-
раны NO і MP.

Адлюстраванне прасторавай фігуры на рысунку 
называюць відарысам фігуры.

Важным класам прасторавых фігур з’яўляюцца 
мна гаграннікі, пад якімі разумеюць целы, абмежа-
ваныя плоскімі многавугольнікамі.

ˀыс͘ ϲ

ˀыс͘ ϳ
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ϳ§ 1. ʿра̭т̨рав̼я ̴і̱̐р̼

Гэтыя многавугольнікі называюцца гранямі 
мна га гран ніка, іх вяршыні — вяршынямі мна га-
гран ніка, а сто раны — кантамі мнагагранніка.

Адрэзак, што злучае дзве вяршыні мнага гран-
ніка, якія не належаць адной грані, называецца 
дыяганаллю мна гагранніка (рыс. 8).

Мнагаграннік называецца выпуклым, калі ён 
размешчаны па адзін бок ад плоскасці любой яго 
грані. На рысунку 9 паказаны нявыпуклы мнага-
граннік.

Б) Мы будзем вывучаць найпрасцейшыя выпук-
лыя мнагаграннікі — прызмы і піраміды.

Прызмай называецца мнагаграннік, дзве 
грані яко га — роўныя n-вугольнікі, а астатнія n 
граняў — парале лаграмы.

Роўныя грані-многавугольнікі прызмы назы-
ваюцца яе асновамі, а астатнія грані — бакавымі 
гранямі. Канты бакавой грані, якія не належаць 
асновам, называюцца бакавымі кантамі (рыс. 10).

У залежнасці ад колькасці старон асновы прыз-
мы адрозніваюць трохвуголь ную, чатырохвуголь-

ˀыс͘ ϴ

ˀыс͘ ϵ

ˀыс͘ ϭϬ ˀыс͘ ϭϭ ˀыс͘ ϭϮ

ную, пя ці вугольную і г. д. прызмы. На рысунку 11 паказана ша сці вугольная 
прызма.

Сукупнасць бакавых граняў прызмы складаюць бакавую паверхню.
Плошча бакавой паверхні прызмы роўная суме плошчаў бакавых 

граняў.
Прызмы падзяляюцца на прамыя і нахіленыя.
Прамая прызма — прызма, бакавыя грані якой з’яўляюцца пра ма-

ву голь нікамі. Звычайна, рысуючы прамую прызму, яе бакавыя канты 
праводзяць вертыкальна (рыс. 12). 

Прызма прамая, калі бакавыя канты перпендыкулярныя кантам ас-
новы прызмы.
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ϴ ˀаздзе̣ 1. ˄в̨дзін̼ ̲ ̭т̾р̾аметр̼̀

Прызма нахіленая, калі бакавыя канты не перпендыкулярныя кантам 
ас новы прызмы.

Прамая прызма называецца правільнай, калі яе асновы з’яўляюцца 
пра вільнымі многавугольнікамі.

Прызма, асновамі якой з’яўляюцца паралелаграмы, называецца па-
ра ле лепіпедам.

ˀыс͘ ϭϯ ˀыс͘ ϭϰ

ˀыс͘ ϭϱ ˀыс͘ ϭϲ

Паралелепіпед, як і прызма, 
можа быць і прамым (рыс. 13), і 
нахі ле ным (рыс. 14).

Прамы паралелепіпед, ас новы 
якога з’яўляюцца прама вуголь ні-
ка мі, называецца прамавугольным 
па ра лелепіпедам.

Усе грані прамавугольнага па-
ра ле лепіпеда з’яўляюцца прама-
вуголь ні камі.

Тры канты прамавугольнага 
па ралелепіпеда, якія збягаюцца 

ў адной вяршыні, называюцца вы мя рэннямі прамавугольнага па ра ле-
лепіпеда.

Прамавугольны паралелепіпед, вымярэнні якога роўныя, называецца кубам.
Усе грані куба — роўныя адзін аднаму квадраты.

В) Пірамідай называецца мнагаграннік, адна грань якога — многа-
ву голь нік, а астатнія — трохвугольнікі з агульнай вяршыняй.

На рысунку 15 паказана піраміда TABCDE. Многавугольнік ABCDE 
называюць асновай піраміды, трохвугольныя грані ATB, BTC, CTD, DTE, 
ETA — бакавымі гранямі, а агульную вяршыню T бака вых граняў — 
вяршыняй піраміды. Звычайна ў за пі се абазначэння піраміды першая 
літара адпавядае яе вяршыні.

У залежнасці ад колькасці старон асноў піраміды адрозніваюць трох-
вугольную, чатырохвугольную, пяці ву гольную і г. д. піраміды. Піраміда 
на рысунку 15 — пяцівугольная, а на рысунку 16 — трохвугольная.
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ϵ§ 1. ʿра̭т̨рав̼я ̴і̱̐р̼

ˀыс͘ ϭϴ

ˀыс͘ ϭϳ

S

Піраміда, аснова якой — правільны мно га ву голь-
нік, а адрэзак, што злучае яе вяршыню з цэн трам 
асновы, перпендыкулярны да любой прамой, пра-

ве дзенай у плоскасці асновы праз гэты цэнтр, назы-
ваецца правільнай.

Вышыня бакавой грані правільнай піраміды, апуш-
чаная з вяршыні піраміды, называецца апафемай 
піра мі ды.

На рысунку 17 паказана пра віль ная чатырохвуголь-
ная піра мі да APQRS, і адрэзак AB — адна з яе апа фем.

Т э а р э м а  1. У правільнай піраміды роўныя яе: а) бакавыя грані; 
б) апафемы.

Доказ. Няхай QA1A2…An — правільная пі раміда і пункт O — цэнтр 
яе асновы (рыс. 18).

а) Паколькі трохвугольнікі QOA1 і QOA2 абодва прамавугольныя, ма-
юць агульны катэт QO і роўныя катэты OA1 і OA2, то яны роўныя. Таму 
роўныя і іх гіпатэнузы QA1 і QA2. Аналагічна даказваецца, што іншыя 
бакавыя канты таксама роўныя QA1.

Бакавыя грані піраміды — раўнабедраныя 
трох вугольнікі з роў ны мі бакавымі старанамі. 
Асновы гэтых трохвугольнікаў таксама роў ныя 
паміж сабой як стораны правільнага мно га ву-
гольніка, што ляжыць у аснове піра мі ды. Таму ба-
кавыя грані роўныя адна адной па трох старанах.

б) Паколькі бакавыя грані піраміды QA1A2...An 
роўныя адна адной, то роўныя і іх вышыні, пра-
ведзеныя з вяршыні Q, г. зн. што ўсе апафемы 
піраміды QA1A2…An роўныя.

Т э а р э м а  2. Плошча бакавой паверхні правільнай піраміды роўная 
здабытку паўперыметра яе асновы і апафемы.

Доказ. Няхай QA1A2…An — правільная піраміда (гл. рыс. 18). Плошча S  
яе бакавой паверхні складаецца з плошчаў бакавых граняў-трох ву голь-
нікаў, якія з’яўляюцца роўнымі адзін аднаму раўнабедранымі трох-
вугольнікамі з апафемамі QE1, QE2, …, QEn, роўнымі адна адной. Таму

S  =  SA QA1 2
 +  SA QA2 3

 + … +  SA QAn 1
 = 

1

2
A1A2 · QE1 + 

1

2
A2A3 ·  QE2 + … +

+ 
1

2
AnA1  · QEn  = 

1

2
QE1 · (A1A2 + A2A3 + … + AnA1) = 

=
A A A A A An1 2 2 3 1 +  +  + 

2
 · QE1  = p · a,

дзе p — паўперыметр асновы піраміды, a — апафема піраміды.
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Г) Яшчэ адзін клас прасторавых фігур складаюць целы вярчэння, да 
якіх адносяцца цыліндр, конус, шар.

Цыліндрам называецца цела, атрыманае вярчэннем прамавугольніка 
вакол адной з яго старон (рыс. 19). Пры гэтым вярчэнні адна старана 
прамавугольніка застаецца нерухомай, яе называюць воссю цыліндра.  
Старана, супрацьлеглая восі, утварае паверхню, якую называюць бакавой 
паверхняй цыліндра, а саму старану — утваральнікам цыліндра. Яшчэ 
дзве стараны прамавугольніка ўтвараюць паверхні, якія з’яўляюцца 
роўнымі кругамі, гэтыя кругі называюць асновамі цыліндра (рыс. 20). 
На рысунку 21 паказаны відарыс цыліндра.

ˀыс͘ ϭϵ ˀыс͘ ϮϬ ˀыс͘ Ϯϭ

ˀыс͘ ϮϮ ˀыс͘ Ϯϯ ˀыс͘ Ϯϰ

Конусам называецца цела, атрыманае вярчэннем прамавугольна-
га трохву гольніка вакол аднаго з яго катэтаў (рыс. 22), які называюць 
воссю конуса. Другі катэт апісвае круг, які называюць асновай конуса; 
нерухомую вяршыню, якая не належыць аснове, называюць вяршыняй 
конуса. Гіпатэнуза пры вярчэнні ўтварае паверхню, якую называюць ба-
кавой паверхняй конуса, саму гіпатэнузу называюць утваральнікам ко-
нуса (рыс. 23). На рысунку 24 паказаны відарыс конуса.

Шарам называецца цела, атрыманае вярчэннем круга вакол свайго 
дыя метра (рыс. 25). Пры гэтым вярчэнні акружнасць апісвае паверхню, 
якую называюць сферай (рыс. 26). На рысунку 27 паказаны відарыс шара.
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ˀыс͘ Ϯϱ ˀыс͘ Ϯϲ ˀыс͘ Ϯϳ

1. Якія геаметрычныя фігуры называюцца плоскімі; пра сто равымі?
2. Якое цела называюць мнагаграннікам?
3. Што называюць гранямі мнагагранніка; кантамі мна га гран ніка; 

вяр шы ня мі мнагагранніка?
4. Які мнагаграннік называецца прызмай?
5. Што называюць асновамі прызмы; бакавымі гранямі прызмы; 

бакавымі кантамі прызмы?
6. Якая прызма называецца прамой прызмай; нахіленай прызмай?
7. Якая прызма называецца правільнай прызмай?
8. Якая прызма называецца паралелепіпедам; прамым пара ле ле піпе дам?
9. Які прамы паралелепіпед называецца прамавугольным паралеле пі-

педам?
10. Якія канты прамавугольнага паралелепіпеда называюцца яго вымя-

рэн ня мі?
11. Які мнагаграннік называецца пірамідай?
12. Што называюць асновай піраміды; бакавымі гранямі піраміды; вяр-

шыняй піраміды?
13. Якая піраміда называецца правільнай пірамідай?
14. Які адрэзак называецца апафемай правільнай піраміды?
15. Сфармулюйце ўласцівасць бакавых кантаў правільнай піраміды; ба-

кавых граняў правільнай піраміды; апафем правільнай піраміды.
16. Чаму роўная плошча бакавой паверхні правільнай піраміды?
17. Якое цела называецца цыліндрам?
18. Якое цела называецца конусам?
19. Якое цела называецца шарам?
20. Ці праўда, што:

а) колькасць вяршынь любой прызмы — лік цотны?
б) колькасць кантаў любой прызмы — лік, кратны тром?

21. Знайдзіце колькасць дыяганалей сямівугольнай прызмы.
22. Ці існуе піраміда, якая мае 11 кантаў? Абгрунтуйце свой адказ.
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ˀыс͘ Ϯϴ

Задача 1. Знайдзіце плошчу бакавой па верхні 
прамой чатырохвугольнай прызмы, у аснове якой 
знаходзіцца пра ма ву голь нік з вы мя рэннямі 4 см і 5 
см, а бакавы кант роўны 6 см. 

Р а ш э н н е. Няхай ABCDA1B1C1D1 — прамая 
прыз ма; ABCD — пра ма вугольнік, AB  =  4 cм, 

BC  =  5 см, ВВ1  =  6 см (рыс. 28).
ABB1A1, CBB1C1, CDD1C1, ADD1A1 — прама ву-

голь нікі (ABCDA1B1C1D1 — прамая прызма), таму 
AA1  = BB1  = CC1  = DD1  =  6 см.

S
ABB A

1 1

  = AB  · BB1  = 4  ·  6  =  24 (см2), бо AB  = CD і ВВ1  = CC1.

S
CBB C

1 1

 = CB  · BB1  =  5  ·  6  =  30 (см2), бо AD  = BC і AA1  = CC1.

Значыць, Sбак = + + + = ⋅ +( )S S S S S SABB A DCC D CBB C ADD A ABB A CBB C1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2  =

= 2  ·  (24 +  30)  =  108 (см2).

А д к а з: 108 см2.

Бакавая паверхня прамой прызмы роўная здабытку перыметра яе 
асновы і бакавога канта. Дакажыце гэта самастойна.

Задача 2. Бакавая паверхня правільнай чатырохвугольнай піраміды 
роўная 240 см2, а яе апафема — 12 см. Знайдзіце плошчу асновы піраміды.

Р а ш э н н е. Няхай SABCD — правільная чатырохвугольная піраміда; 
Sбак  =  240 см2; SH — апафема; SH  =  12 см (рыс. 29).

Sбак  = 
1
2

PABCD · SH, бо піраміда правільная, таму 240 =
1
2
 · PABCD · 12, 

бо PABCD = 2 · 240 : 12 = 40 (см).

AB  =  40 : 4  = 10 (см), бо ABCD — квадрат.

SABCD  = AB2  =  102  =  100 (см2).

А д к а з: 100 см2.

Плошча бакавой паверхні піраміды роўная суме плошчаў бакавых 
граняў.

Задача 3. Апафема правільнай чатырохвугольнай піраміды роўная 
30 см, а адрэзак, што злучае вяршыню піраміды з цэнтрам асновы, — 
24 см. Знайдзіце бакавую паверхню піраміды.
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Р а ш э н н е. Няхай SABCD — правільная чаты-
рохвугольная піраміда, SH — апафема, SH  = 30 см, 
O — цэнтр асновы ABCD, SO  = 24 см (гл. рыс. 29).

OH SH SO= − = − =2 2 2 230 24 18 (см), бо 

SО ^ ОН,

AB =  2  · ОH =  2  ·  18  =  36 (см), бо ABCD — квад рат, 
PABCD  =  4  · AB  =  4  · 36  =  144 (см).

Sбак  = 
1
2

PABCD  · SH  = 
1
2
  · 144  · 30  = 2160 (см2), бо

піраміда правільная.

А д к а з: 2160 см2.

ˀыс͘ Ϯϵ

У правільнай пірамідзе адрэзак, які злучае цэнтр асновы піраміды з 
ас новай апафемы піраміды, — радыус акружнасці, умежанай у асно-
ву пі ра міды. Дакажыце гэта самастойна.

Задача 4. Старана асновы AB правільнай трохвугольнай піраміды MABC 
роўная 6 3  см, а адрэзак, што злучае вяршыню M піраміды з цэнтрам O 
асновы, — 8 см. Знайдзіце:

а) бакавыя канты піраміды;
б) бакавую паверхню піраміды;
в) поўную паверхню піраміды.

ˀыс͘ ϯϬ

Р а ш э н н е. Няхай MABC — правільная трох-

вугольная піраміда, AB  =  6 3 см, О — цэнтр ас-

новы ABC; MO  =  8 см (рыс. 30).

а) OA
AB

= =
⋅

=
3 6 3 3

6
3 3

 (см), бо OA — ра-

дыус ак руж  насці, апісанай каля правільнага 

трох  ву  голь ніка ABC. 

MA  =  MO OA2 2 2 28 6+ = + = 10 (см), бо MO OA⊥ .

MA  = MB  = MC  = 10 (см), бо MABC — правільная трохвугольная 

піра міда.

б) Няхай MH — апафема. Тады Н — сярэдзіна АВ (у  АМВ MA  = MB  

і MH AB⊥ ).

Правообладатель Адукацыя і выхаванне



ϭϰ ˀаздзе̣ 1. ˄в̨дзін̼ ̲ ̭т̾р̾аметр̼̀

OH AB⊥  (медыяна, праведзеная да асновы раўнабедранага трох ву-

голь ніка OAB), таму OH — радыус умежанай у  АВС акружнасці і 

OH
OA

= = =
2 2

6
3  (см).

MH MO OH= + = + =2 2 2 28 3 73   (см), бо MO OH⊥ .

P ABABC = ⋅ = ⋅ =3 3 6 3 18 3  (см),

S
AB

ABC =
⋅

= =
3

4

3 6 3

4
27 3

2 2( )
 (см2), бо  АВС — правільны.

Sбак  = 
1

2

1

2
18 3 73 9 219P MHABC ⋅ = ⋅ ⋅ = (см2).

в) Sпоўн  = Sбак + SABС  = 9 219 27 3+ = +9 3 73 3( )  (см2).

А д к а з: а) MA = MB = MC =  10 см; б) Sбак  =  9 219  см2;

в) Sпоўн  =  9 3 73 3+( ) см2.

Плошча поўнай паверхні піраміды роўная суме плошчы бакавой па-
верх ні і плошчы асновы.

1. Адкажыце, якая — плоская ці прасторавая — ломаная паказана на 
рысунку: 
а) 31;  в) 33;  д) 35;
б) 32;   г) 34;   е) 36.

ˀыс͘ ϯϭ ˀыс͘ ϯϮ ˀыс͘ ϯϯ
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ˀыс͘ ϯϰ ˀыс͘ ϯϱ ˀыс͘ ϯϲ

2. Вызначце, ці з’яўляецца мнагаграннікам цела, паказанае на рысунку:
а) 37;  б) 38;  в) 39;   г) 40;   д) 41;   е) 42.

ˀыс͘ ϯϳ ˀыс͘ ϯϴ ˀыс͘ ϯϵ

ˀыс͘ ϰϬ ˀыс͘ ϰϭ ˀыс͘ ϰϮ

3. На рысунку 43 паказаны мнагаграннік ABCDEFA1B1C1D1E1F1. 
Назавіце:

а) грані з агульным кантам CD; 

б) грані з агульным кантам DD1;

в) грані з агульнай вяршыняй E;

г) грані з агульнай вяршыняй C1;

д) канты з агульнай вяршыняй A;

е) канты з агульнай вяршыняй F1. ˀыс͘ ϰϯ
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4. На рысунку 44 паказана пяціву голь ная прызма UVWXYU1V1W1X1Y1 і 
яе дыяганаль UX1. Назавіце ін шыя дыяганалі гэтага мнага гран ніка.

5. На рысунку 45 паказана чатырохвугольная прыз ма. Назавіце:
а) асновы прызмы;
б) бакавыя грані з кантам EE1;
в) грані з кан там DE.

6. Старана асновы правільнай трохвугольнай прызмы роўная 6 см, а 
бакавы кант — 11 см. Знайдзіце бакавую і поўную паверхні прызмы.

7. Старана асновы правільнай n-вугольнай прыз мы роўная a, а яе бакавы 
кант — h. Знай дзі це бакавую і поўную паверхні прызмы, улічыўшы, 
што:

а) n  =  3, a  =  5, h  =  10;    
б) n  =  4, a  =  10, h  =  30;
в) n  =  6, a  =  18, h  =  32.

8. Асновай прамой прызмы з’яўляецца трох ву голь нік са старанамі 
3 см і 5 см і вуглом паміж імі ў 120°, а найбольшая з плошчаў ба-
кавых граняў роўная 35 см2. Знайдзіце поўную паверхню прызмы.

9. Асновай прамога паралелепіпеда з бакавым кантам 8 м з’яўляецца 
ромб з дыяганалямі 10 м і 24 м. Знайдзіце бакавую і поўную паверхні 
паралелепіпеда.

10. Асновай прамой прызмы з’яўляецца раўна бед ра ная трапецыя з ас-
но ва мі 25 см і 15 см і вышынёй 12 см. Знайдзіце бакавую паверхню 
прызмы, улічыўшы, што яе бакавы кант роўны 20 см.

11. Старана асновы ABC правільнай трохвугольнай пі ра мі ды MABC роў-
ная 10 3 см, а адрэзак, што злу чае вяршыню M піраміды з цэн-
трам O асновы, — 12 см (рыс. 46). Знайдзіце:

а) апафему піраміды;
б) бакавую паверхню піраміды;
в) поўную паверхню піраміды.

ˀыс͘ ϰϱ ˀыс͘ ϰϲˀыс͘ ϰϰ
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12. Апафема правільнай чатырохвугольнай пірамі ды роўная 15 см, а ад-
рэ зак, што злучае вяршы ню піраміды з цэнтрам асновы, — 12 см.
Знайдзіце: 

а) бакавы кант; 
б) бакавую паверхню піраміды;
в) поўную паверхню піраміды.

13. Бакавая паверхня правільнай шасцівугольнай піраміды роўная 
150 см2, а яе апафема — 10 см. Знайдзіце плошчу асновы піраміды.

14. Старана асновы правільнай шасцівугольнай піраміды роўная 10 см, 
а адрэзак, што злучае вяршыню піраміды з цэнтрам асновы, —  

69 см. Знайдзіце:

а) бакавы кант і апафему піраміды;
б) бакавую паверхню піраміды;
в) поўную паверхню піраміды.

15. Апафема правільнай шасцівугольнай піраміды роўная 26 см, а адрэ-
зак, што злучае вяршыню піраміды з цэнтрам асновы, — 10 см. 
Знайдзіце:

а) бакавы кант і старану асновы піраміды;
б) бакавую паверхню піраміды;
в) поўную паверхню піраміды.

16. Асновай піраміды QABCD з’яўляецца ромб ABCD са стараной, 
роўнай 10 см, адна з дыя ганалей якога 16 см. Адрэзак, што злучае 
вяршыню Q піраміды з пунктам O перасячэння дыяганалей асно-
вы, перпендыкулярны гэтым дыяганалям і роўны 14 см (рыс. 47). 
Знайдзіце:

а) бакавыя канты піраміды;
б) бакавую паверхню піраміды.

17. Асновай піраміды REFGH з’яўляецца паралелаграм EFGH са ста-
ра намі 10 см і 18 см, плошчай 90 см2. Адрэзак, што злучае вяр-

ˀыс͘ ϰϳ

шыню R піраміды з пунктам O перасячэння 
дыяганалей асновы, перпендыкулярны гэтым 
дыяганалям і роўны 6 см. Знайдзіце:

а) бакавыя канты піраміды;  
б) бакавую паверхню піраміды;
в) поўную паверхню піраміды.

18*. Асновай піраміды з’яўляецца паралелаграм 
са старанамі 8 м, 10 м і меншай дыяганаллю 
6 м. Адрэзак, што злучае вяршыню пі ра мі ды 
з пунктам перасячэння дыяганалей асновы,  
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перпендыкулярны гэтым дыяганалям і роўны 
4 м. Знайдзіце:

а) бакавыя канты піраміды; 
б) бакавую паверхню піраміды;
в) поўную паверхню піраміды.

19*. Асновай піраміды PMNUV з’яўляецца квадрат 
MNUV (рыс. 48). Бакавы кант PN перпенды-
кулярны да кожнай прамой плоскасці асно-
вы, што праходзіць праз пункт N, вуг лы M і 
U граняў PMV і PUV прамыя, а вуг лы M і U 
граняў PMN і PUN роўныя 45° кожны. Най-
большы бакавы кант роўны 24 см. Знайдзіце:

а) іншыя бакавыя канты піраміды;
б) бакавую паверхню піраміды;

ˀ̼̭. ϰϴ

ˀыс͘ ϰϵ

в) поўную паверхню піраміды.

20*. Асновай піраміды з’яўляецца ромб са стараной 15 см і меншай дыя-
ганаллю 18 см. Адрэзак, што злучае вяршыню піраміды з пунк-
там перасячэння дыяганалей, перпендыкулярны ім і роўны 12 см. 
Знайдзіце вышыні граняў піраміды.

Прасторавае мадэляванне
1. Зрабіце выкрайку паверхні куба з кантам 5 см, прадугледзеўшы палоскі 

для склейвання (рыс. 49), і склейце сам куб.
2. Якія з фігур, паказаных на рысунку 50, з’яўляюцца разгорткамі куба?
3. Зрабіце выкрайку паверхні прамой прызмы з бакавым кантам 5 см, 

у аснове якой знаходзіцца трапецыя са старанамі 6 см, 3 см, 3 см, 3 см, і 
склейце саму прызму.
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ˀыс͘ ϱϭ

а) б) в) г) д)

ˀыс͘ ϱϬ

4. Зрабіце выкрайку паверхні правіль най чатырохвугольнай піраміды 
(рыс. 51), старана асновы якой роўная 5 см, а бакавы кант — 7 см, і склейце 
саму піраміду.

ˀыс͘ ϱϮ

5. Зрабіце выкрайку паверхні піраміды, стораны асновы якой роўныя 4 см, 
5 см і 7 см, а бакавыя канты — 7 см кожны, і склейце саму піраміду.

6. Знак нулявога кіламетра Беларусі ўста ноўлены на плошчы Незалежнасці 
(рыс. 52). Яго мадэллю з’яў ляец ца правільная чатырохвугольная піраміда, у 
якой су сед нія бакавыя канты ўзаемна перпендыкулярныя, а ста рана асновы 
роўная 1 м 40 см. Якая колькасць матэрыялу спатрэбіцца для абліцоў вання 
бакавой паверхні такой піраміды?

7. Ці можа разгорткай піраміды быць:
а) шасцівугольнік;   в) ромб; 
б) прамавугольнік;    г) трохвугольнік?

Адлюстраванне прасторавых фігур
Каб атрымаць відарыс прызмы, дастаткова пабудаваць многавугольнік — 

аснову прызмы. З вяршынь асновы правесці прамыя, паралельныя пэўнай 
фіксаванай прамой, і адкласці на іх роўныя адрэзкі. Злучаючы канцы гэтых 
адрэзкаў, атрымаем многавугольнік — другую аснову прызмы.
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ˀыс͘ ϱϯ ˀыс͘ ϱϰ

ˀыс͘ ϱϱ
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Каб атрымаць відарыс піраміды, дастаткова пабудаваць відарыс асновы 
піраміды, выбраць пэўны пункт у якасці выявы вяршыні піраміды і злучыць 
яго з вяршынямі многавугольніка асновы піраміды.

Не кожны відарыс успрымаецца намі як адлюстраванне фігуры, якая рэ-
альна існуе. Ходкі выраз «падман зроку» па сутнасці сваёй няправільны. Вочы 
не могуць падмануць нас, паколькі з’яўляюцца толькі прамежкавым звяном 
паміж аб’ектам і мозгам чалавека. Падман звычайна ўзнікае не з-за таго, што 
мы бачым, а з-за таго, што неўсвядомлена разважаем і міжвольна памыляемся.

Немагчымыя аб’екты ўяўляюць сабою рысункі на двухмернай плоскасці, 
і гэтыя рысункі адлюстроўваюць трохмерныя структуры, існаванне якіх у 
рэальным трохмерным свеце падаецца немагчымым. Класічным прыкла-
дам такой простай фігуры з’яўляецца немагчымы трохвугольнік Пенроўза 
(рыс. 53). У гэтым трохвугольніку кожны вугал сам па сабе з’яўляецца маг-
чымым, але парадокс узнікае тады, калі мы разглядаем яго цалкам. Стораны 
трохвугольніка накіраваны адначасова і на гледача, і ад яго, таму асобныя 
часткі трохвугольніка не могуць утварыць рэальны трохмерны аб’ект. 

Наш мозг інтэрпрэтуе рысунак на плоскасці як трохмерную мадэль. 
Свядомасць задае «глыбіню», на якой знаходзіцца кожны пункт рысунка. 
Нашы ўяўленні пра рэальны свет сутыкаюцца з супярэчнасцю, з пэўнай 
непаслядоўнасцю, і даводзіцца рабіць некаторыя дапушчэнні: прамыя двух-
мерныя лініі інтэрпрэтуюцца як прамыя трохмерныя лініі; двухмерныя па-
ралельныя лініі інтэрпрэтуюцца як трохмерныя паралельныя лініі; вострыя і 
тупыя вуглы інтэрпрэтуюцца як прамыя вуглы ў перспектыве; знешнія лініі 
разглядаюцца як мяжа формы, якая надзвычай важная для ўспрымання 
поўнай выявы.

Чалавечая свядомасць спачатку стварае агульны рысунак прадмета, а за-
тым разглядае яго асобныя часткі. Кожны вугал сумяшчальны з прасторавай 
перспектывай, але, уз’яднаўшыся, яны ўтвараюць прасторавы парадокс. Калі 
закрыць любы з вуглоў трохвугольніка (рыс. 54), то немагчымасць існавання 
знікае. 

Падобныя фігуры сталі крыніцай натхнення для многіх творцаў. Графік 
Маўрыцыа Эшэр стварыў шэраг літаграфій (рыс. 55), якія прынеслі яму вядо-
масць мастака-ілюзіяніста.
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Якім можа быць узаемнае размяшчэнне прамой і плоскасці?
Прамая можа ляжаць у плоскасці (рыс. 60). Калі прамая не ляжыць 

у плоскасці, то яна можа перасякаць яе ў пэўным пункце (рыс. 61) або 
не мець з плоскасцю ніводнага агульнага пункта (рыс. 62). У апошнім 
выпадку прамая і плоскасць называюцца паралельнымі.

ˀыс͘ ϲϭ ˀыс͘ ϲϮˀыс͘ ϲϬ

ˀыс͘ ϱϵˀыс͘ ϱϴ

§ 2. Прамыя і плоскасці
А) Прамыя і плоскасці ў прасторы могуць размяшчацца па-рознаму.

Дзве прамыя плоскасці могуць мець толькі адзін агульны пункт. Такія 
прамыя называюцца перасякальнымі. На рысунку 56 паказаны перася-
кальныя прамыя a і b і іх адзіны агульны пункт T. Дзве прамыя плоскасці 
могуць не мець агульных пунктаў. Тады іх называюць паралельнымі. На 
рысунку 57 паказаны паралельныя прамыя c і d. У прасторы дзве прамыя 
могуць быць размешчаны так, што яны не ляжаць у адной плоскасці, 
г. зн. няма такой плоскасці, якой бы яны абедзве належалі. Такія пра-
мыя называюцца скрыжаванымі. Уяўленне пра такія прамыя даюць дзве 
дарогі, адна з якіх праходзіць па эстакадзе, а другая — пад эстакадай 
(рыс. 58). Такімі з’яўляюцца прамыя, што праходзяць праз канты MN і 
L1M1 паралелепіпеда KLMNK1L1M1N1 (рыс. 59).

ˀыс͘ ϱϲ ˀыс͘ ϱϳ
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Уяўленне аб прамой, што ляжыць у плоскасці, дае аловак, які ля-
жыць на стале (рыс. 63), пра перасякальныя прамую і плоскасць — стра-
ла, выпушчаная з лука, якая патрапіла ў плоскую мішэнь (рыс. 64), аб 
прамой, якая не перасякае плос касць, — падлога ў спартыўнай зале і 
гімнастычнае бервяно (рыс. 65).

ˀыс͘ ϲϯ ˀыс͘ ϲϰ ˀыс͘ ϲϱ

Названыя віды ўзаемнага размяшчэння пра-
мой і плоскасці можна прасачыць і на від а ры се 
паралелепіпеда (рыс. 66). Прамая, якой на ле жыць 
дыяганаль AE грані ACEG, ляжыць у плоскасці гэтай 
грані. Прамая, якая праходзіць праз кант AA1, пера-
сякае плоскасць грані ACEG. Прамая, якая змяшчае 
кант A1C1, паралельная плоскасці грані ACEG.

Як могуць размяшчацца ў прасторы дзве плос-
касці? 

ˀыс͘ ϲϲ

ˀыс͘ ϲϳ ˀыс͘ ϲϴ

Плоскасці могуць перасякацца па прамой (рыс. 67) або не мець агуль-
ных пунктаў (рыс. 68). У адпаведнасці з гэтым іх называюць перася каль-
ны мі або паралельнымі. 

Уяўленне пра перася каль ныя плоскасці даюць стальніца і бакавіна ста-
ла (рыс. 69), пра паралельныя плоскасці — пад ло га і столь у памяш канні 
(рыс. 70). На ві да ры се паралелепіпеда, што на рысунку 66, перасякальнымі 
з’яўляюцца плоскасці граняў AGG1A1 і AGEC, паралельнымі — плоскасці 
граняў AGG1A1 і CEE1C1.
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ˀыс͘ ϲϵ ˀыс͘ ϳϬ

Знак ½½ выкарыстоўваюць не толькі для абазна чэння паралельнасці пра-
мых, а і паралельнасці прамой і плоскасці і дзвюх плоскасцей. Калі ўлі-
чыць, што прамыя абазначаюцца малымі лацінскімі літарамі a, b, c, …, 
а плоскасці — малымі грэчаскімі літарамі a, b, γ, …, то запісы a  ½½  b,  
c ½½ a, a ½½ b азначаюць, што паралельнымі з’яўляюцца прамыя a і b, пра-
мая c і плоскасць a, плоскасці a і b.

Б) Тэорыя ўзаемнага размяшчэння прамых і плоскасцей у прасторы 
грунтуецца на наступных аксіёмах.

Аксіёма 1. Калі тры пункты не ляжаць на адной прамой, то праз іх 
праходзіць адзіная плоскасць.

Аксіёма 2. Калі два пункты прамой ляжаць у плоскасці, то кожны 
пункт гэтай прамой належыць плоскасці.

У гэтым выпадку гавораць, што прамая ляжыць у плоскасці.

Аксіёма 3. Калі дзве плоскасці маюць агульны пункт, то яны маюць 
і агульную прамую, якая праходзіць праз гэты пункт.

Уласцівасць плоскасці, якую фіксуе аксіёма 1, часта выкарыстоўваецца 
на прак тыцы. Вастрыі ножак штатыва фотаапарата (рыс. 71) належаць 
адной плоскасці, і таму становішча фотаапарата ўстойлівае. Дзверы, зама-
цаваныя на дзвюх петлях, не займаюць пэўнае становішча (рыс. 72), а калі 
дадаць трэці пункт мацавання — замок, становішча дзвярэй фіксуецца 
(рыс. 73). Калі ножкі табурэта няправільна падрэзаныя, то табурэт стаіць 
на трох ножках, а чацвёртая ножка вісіць над падлогай (рыс. 74).

Уласцівасць плоскасці, якую выражае ак сі ё ма 2, вы ка рыс тоўваюць 
для праверкі роў на сці рысавальнай лінейкі. Лінейку прыкладваюць  
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краем да паверхні стала: калі край прамалінейны, то ён усімі сваімі 
пунктамі прылягае да паверхні стала (рыс. 75), а калі няроўны, то паміж 
краем лінейкі і паверхняй стала ёсць шчыліна (рыс. 76 і 77).

ˀыс͘ ϳϱ ˀыс͘ ϳϲ ˀыс͘ ϳϳ

ˀыс͘ ϳϴ

Уласцівасць плоскасці, зафік са ва ная аксіё-
май 3, выяўляецца пры перасячэнні дзвюх сумеж-
ных сцен пакоя (рыс. 78).

Адзначым, што ў стэрэаметрыі праўдзяцца 
ўсе аксіёмы планіметрыі і даказаныя ў ёй сцвер-
джанні. У прыватнасці, прыметы роўнасці і пры-
меты падобнасці трохвугольнікаў з’яўляюцца 
праўдзівымі і для трохвугольнікаў, што ляжаць 
у розных плоскасцях.

У адпаведнасці з аксіёмай 1 плоскасць вы-
значаецца трыма сваімі пунктамі A, B, C, таму 
іншы раз плоскасць абазначаюць трыма вялікімі 
лацінскімі літарамі: плоскасць, якая праходзіць 
праз пункты A, B, C, аба значаюць (ABC).

Прыклад. На кантах KK1, K1L1, L1M1 прызмы 
KLMNK1L1M1N1 выбраны пункты A, B, C, пры-
чым прамая, якую вызначаюць пункты B і C, не 
паралельная канту K1N1 (рыс. 79). Плоскасці ABC 
і KNN1 маюць агульны пункт A. У адпаведнасці 
з аксіёмай 3 яны маюць агульную прамую. Пабу-
дуем яе.

ˀыс͘ ϳϵ

§ 2. ʿрам̼я і ̨̪̣̭ка̶̭і

Пункт A належыць грані KK1N1N, а пункты B, C — грані K1L1M1N1, 
і гэтыя грані перасякаюцца па прамой K1N1. Гэта прамая і прамая BC 
ляжаць у адной плоскасці і не паралельныя. Таму яны перасякаюцца ў 
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пэўным пункце. Знойдзем яго, прадоўжыўшы адрэзкі BC і K1N1, і атры-
маем пункт P.

Пункт P належыць прамым BC і K1N1, значыць, ён належыць як 
плоскасці ABC, так і плоскасці KK1N1. Гэтым жа плоскасцям належыць 
і пункт A. Значыць, прамая, што вызначаецца пунктамі P і A, належыць 
і плоскасці ABC, і плоскасці KK1N1. Іншымі словамі, плоскасці ABC і 
KK1N1 перасякаюцца па прамой PA.

Т э а р э м а  3. Праз прамую і пункт па-за ёю праходзіць адзіная пло-
скасць.

Доказ. Няхай ёсць прамая l і пункт A, які не належыць прамой l (рыс. 80).
Выберам на прамой l два пункты B і C. Пункты A, B, C не ляжаць на 

адной прамой, таму па аксіёме 1 праз іх праходзіць пэўная плоскасць a 
(рыс. 81). Плоскасць a у адпаведнасці з аксіёмай 2 праходзіць і праз 
прамую l, бо два яе пункты B і C належаць плоскасці a.

ˀыс͘ ϴϬ ˀыс͘ ϴϭ

Дапусцім, што праз прамую l і пункт A праходзіць яшчэ адна пло-
скасць b. Тады плоскасць b праходзіць як праз пункт A, так і праз пункты 
B і C. Паколькі па аксіёме 1 праз тры розныя пункты праходзіць адзіная 
плоскасць, то плоскасць b супадае з плоскасцю a. Значыць, праз прамую 
і пункт A па-за ёю праходзіць адзіная плоскасць.

Т э а р э м а  4. Праз дзве перасякальныя прамыя праходзіць адзіная 
плоскасць.

Доказ. Няхай ёсць дзве перасякальныя прамыя p і q, і D — іх агуль-
ны пункт (рыс. 82).

ˀыс͘ ϴϮ ˀыс͘ ϴϯ

Выберам на прамой q які-небудзь пункт E, адрозны ад пункта D 
(рыс. 83). У адпаведнасці з тэарэмай 3 праз прамую p і пункт E праходзіць 
адзіная плоскасць γ. Плоскасць γ праходзіць і праз прамую q, бо два пунк-
ты D і E прамой q належаць плоскасці γ.

Дапусцім, што праз прамыя p і q праходзіць яшчэ адна плоскасць δ. 
Тады плоскасць δ праходзіць праз пункт E. Але праз гэты пункт і прамую 
p, у адпаведнасці з тэарэмай 3, праходзіць адзіная плоскасць. Значыць, 
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плоскасць δ супадае з плоскасцю γ. Такім чынам, праз пе-
расякальныя прамыя p і q праходзіць адзіная плоскасць.

Тэарэма 4 знаходзіць сваё прымяненне на практы-
цы. Калі цесляру трэба распілаваць брус пад пэўным 
вуглом, ён, каб намеціць плоскасць распілу, праводзіць 
у дзвюх сумежных гранях бруса перасякальныя пра-
мыя PQ і PS (рыс. 84). ˀыс͘ ϴϰ

1. Якія дзве прамыя плоскасці называюцца перасякальнымі; пара-
лельнымі?

2. Якія прамыя называюцца скрыжаванымі?
3. Як могуць размяшчацца дзве прамыя ў прасторы?
4. Якія прамая і плоскасць называюцца перасякальнымі; паралельнымі?
5. Як могуць размяшчацца ў прасторы прамая і плоскасць?
6. Якія дзве плоскасці называюцца перасякальнымі; паралельнымі?
7. Як могуць размяшчацца ў прасторы дзве плоскасці?
8. Сфармулюйце ўласцівасць плоскасці, што праходзіць праз тры 

пункты, і прывядзіце прыклады мадэляў, што ілюструюць гэту 
ўласцівасць.

9. Сфармулюйце ўласцівасць прамой, два пункты якой належаць 
плоскасці, і прывядзіце прыклады мадэляў, што ілюструюць гэту 
ўласцівасць.

10. Сфармулюйце ўласцівасць пра агульную прамую дзвюх плоскасцей і 
прывядзіце прыклады мадэляў, што ілюструюць гэту ўласцівасць.

11. Як абазначаюцца пункты; прамыя; плоскасці?
12. Назавіце спосабы задання плоскасці.
13. Ці праўда, што:

а) праз любыя два пункты праходзіць адзіная прамая;

ˀыс͘ ϴϱ

б) праз любыя тры пункты праходзіць адзіная 
плоскасць;
в) тры папарна перасякальныя прамыя ляжаць 
у адной плоскасці? Адказ абгрунтуйце.

14. На рысунку 85 паказана прызма, асновы якой — 
правільныя шас ці вугольнікі. Назавіце:
а) прамыя, перасякальныя з плоскасцю ABC;
б) прамыя, перасякальныя з плоскасцю UTF;
в) прамыя, што ляжаць у плоскасці PTR;
г) прамыя, якія належаць плоскасці CDR.
д) прамыя, паралельныя плоскасці FEC;
е) прамыя, паралельныя плоскасці AQB.

§ 2. ʿрам̼я і ̨̪̣̭ка̶̭і
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15. На рысунку 86 паказаны парале ле піпед. На за віце:
а) плоскасці, перасякальныя з прамой CQ;
б) плоскасці, перасякальныя з прамой OP;
в) плоскасці, у якіх ляжыць прамая NO;
г) плоскасці, якім належаць прамая DN;
д) плоскасці, паралельныя прамой CF;
е) плоскасці, паралельныя прамой EO.

16. Ці могуць дзве плоскасці мець:
а) толькі адзін агульны пункт;
б) толькі два агульныя пункты;
в) толькі адну агульную прамую;
г) толькі дзве агульныя прамыя? ˀыс͘ ϴϲ

Задача 1. Дакажыце, што:
а) калі пэўны пункт A належыць прамой k, якая належыць плоскасці a, 

то пункт A належыць плоскасці a;
б) калі два пункты A і B належаць як прамой l, так і плоскасці a, то 

прамая l ляжыць у плоскасці a;
в) калі плоскасці a і b перасякаюцца па прамой l і пункт A належыць 

як плоскасці a, так і плоскасці b, то пункт A належыць прамой l;
г) прамая а, якая перасякае ў розных пунктах дзве перасякальныя 

прамыя k і l, належыць плоскасці гэтых прамых.

Р а ш э н н е: а) k Ì a азначае, што любы пункт прамой k належыць 
таксама і плоскасці a.

Любы пункт прамой k належыць плоскасці a, таму і пэўны пункт А 
прамой k належыць плоскасці a.

б) А Î  l і B Î  l, таму прамыя АB і l супадаюць (АB  =  l) (аксіёма прамой).
A Î a  і B Î a, таму АB Ì a (аксіёма 2).
АB Ì a і АB  =  l, таму l Ì a.

в) A Î a і A Î b, таму A Î a Ç  b.
A Î a Ç  b і a Ç  b  =  l, таму А Î l.

г) k Ç  l  = O, таму існуе такая плоскасць a, што k Ì a і l Ì a.
a Ç  k  = A, k Ì a, таму A Î a. 
a Ç  l  = B і l Ì a, таму B Î a.
A Î a і B Î a, таму АB Ì a (аксіёма 2).
a Ç  k  = A, таму A Î a. 
a Ç  l  = B, таму B Î a.
A Î a і B Î a, таму АB  =  a. 
АB Ì a і АB  =  a, таму а Ì a.
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Задача 2. Асновай прамавугольнага паралелепіпеда ABCDHGFE з’яў-
ляец ца квадрат ABCD са стараной 6 см, а бакавы кант AH паралелепіпеда 
роўны 8 см (рыс. 86). Знайдзіце даўжыню прасторавай ломанай HFDBH.

Р а ш э н н е. DB  = AB 2   = 6 2  (см), AC  = 6 2 , бо ABCD — квадрат. 

FD  =  FC CD2 2 2 28 6 10+ = + =   (см), бо DEFC — прамавугольнік. 

BH  = FD  = 10 см, бо роўныя прамавугольнікі маюць роўныя дыяганалі.

lHFDBH  = HF + FD + DB + BH  =  6 2  +  10 + 6 2  +  10 = 

= +( )20 12 2  (см)  =  4 5 3 2⋅ +( ) (см).

А д к а з: 4 5 3 2⋅ +( ) см.

ˀыс͘ ϴϲ ˀыс͘ ϴϳ

Задача 3. Пункты A і B — сярэдзіны кантаў TZ і YZ піраміды RTXYZ 
(рыс. 87). Пабудуйце:

а) пункт перасячэння прамой AB і плоскасці RXY;
б) прамую, па якой перасякаюцца плоскасці RAB і RXY.

Р а ш э н н е. а) A Î TZ, TZ Ì  (TXY), таму A Î  (TXY); 
B Î YZ, YZ Ì  (TXY), таму B Î  (TXY). 
AB Ì  (TXY) (аксіёма 2).
XY Ì  (TXY), таму AB Ç XY  = K, K Î XY i K Î AB.
XY Ì  (RXY), таму K Î  (RXY) i K  = AB Ç  (RXY).

б) K Î  (RXY) i R Î  (RXY), таму KR Ì  (RXY).
K Î AB і AB Ì  (RAB), таму K Î  (RAB).
K Î  (RAB) i R Î  (RAB), таму KR Ì  (RAB).
KR Ì  (RAB) i KR Ì  (RXY), таму KR  =  (RAB) Ç  (RXY).

Задача 4. Пункты P, Q і R належаць адпаведна кантам SA, SC і BC 
піраміды SABCD (рыс. 88). Пабудуйце прамую, па якой плоскасць PQR пе-
расякае плоскасць ABC.

Р а ш э н н е. Q Î SC і SC Ì  (SBC), таму Q Î  (SBC).
R Î BC і BC Ì  (SBC), таму R Î  (SBC).

§ 2. ʿрам̼я і ̨̪̣̭ка̶̭і
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Па аксіёме 2 QR Ì  (SBC).
QR Ì  (SBC) і SB Ì  (SBC), 
таму QR Ç SB  = K, K Î SB, 
SB Ì  (SAB) і K Î (SAB).
P Î SA і SA Ì  (SAB), таму P Î  (SAB).
K Î  (SAB) і P Î  (SAB), таму KP Ì  (SAB).
KP Ì  (SAB) і AB Ì  (SAB), 
таму KP Ç AB = M Î AB.
R Î BC і BC Ì  (ABC), таму R Î  (ABC); 
R Î  (PQR); тады R Î  (ABC) Ç  (PQR).
M Î AB і AB Ì  (ABC), таму M Î  (ABC);
M Î KP і KP Ì  (PQR), таму M Î  (PQR); 
тады М Î  (ABC) Ç  (PQR). 
Па аксіёме 3 (PQR) Ç  (ABC)  = MR.

21. Колькі агульных пунктаў могуць мець:
а) дзве прамыя;      б) прамая і плоскасць; в) дзве плоскасці?

22. Ці могуць мець адзін агульны пункт:
а) дзве прамыя;   в) дзве плоскасці;
б) прамая і плоскасць;   г) тры плоскасці?

23. Колькі ўтвараецца ліній пры папарным перасячэнні трох плоскасцей?

24. Колькі розных прамых могуць вызначаць розныя пункты?

25. Выкарыстаўшы рысунак 89, назавіце:
а) пункты, якія ляжаць у плоскасцях LMQ і NME;
б) плоскасці, у якіх ляжыць прамая NR;
в) пункт перасячэння прамой BC з плоскасцю KLN;
г) пункты перасячэння прамых PL і ND з плоскасцю OPR;
д) прамую, па якой перасякаюцца плоскасці KON і KLM;
е) прамую, па якой перасякаюцца плоскасці RDQ і MNK;
ж) пункт перасячэння прамых AB і LM;
з) пункт перасячэння прамых RQ і BD;
і) пункт перасячэння прамых BQ і MC.

26. Чатырохвугольная піраміда PGHKL на рысунку 90 — правільная, а 
PA і PB — вышыні яе граняў PGH і PHK. Дакажыце, што трох ву-
голь нікі PGA і PHB роўныя.

27. Пункты A, B, C, D не ляжаць у адной плоскасці. Ці могуць:
а) якія-небудзь тры з іх ляжаць на адной прамой;
б) прамыя AB і CD перасякацца?

28. Пункты U і V з’яўляюцца пунктамі трохвугольніка ABC, а пункт W 
належыць прамой UV (рыс. 91). Ці належыць пункт W плоскасці ABC?

ˀыс͘ ϴϴ
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29. Дакажыце, што праз тры дадзеныя пункты, што ляжаць на адной 
прамой, праходзіць плоскасць. Колькі ёсць такіх плоскасцей?

30. Дакажыце, што калі дзве сумежныя вяршыні чатырохвугольніка і 
пункт перасячэння яго дыяганалей належаць пэўнай плоскасці, то 
чатырохвугольнік цалкам ляжыць у гэтай плоскасці.

31. Ці праўдзівае сцверджанне:
а) прамая ляжыць у плоскасці дадзенага трохвугольніка, калі яна 
перасякае дзве яго стараны ва ўнутраных пунктах;
б) прамая ляжыць у плоскасці дадзенага трохвугольніка, калі яна 
перасякае дзве яго стораны?

32. Дакажыце, што любая прамая, якая:
а) праходзіць праз вяршыню A трохвугольнай піраміды ABCD і 
перасякае прамую CD, належыць плоскасці ACD;
б) не праходзіць праз вяршыню B трохвугольнай піраміды ABCD і 
перасякае як прамую BC, так і прамую BD, належыць плоскасці BCD.

33. Плоскасць b праходзіць праз дзве сумежныя вяршыні трапецыі і 
пункт перасячэння яе дыяганалей. Дакажыце, што дзве іншыя 
вяршыні трапецыі ляжаць у плоскасці b.

34. Ёсць тры пункты A, B, C, якія не ляжаць на адной прамой. Дака-
жыце, што ўсе прамыя, якія:
а) праходзяць праз пункт A і перасякаюць прамую BC, ляжаць у 
адной плоскасці;
б) не праходзяць праз пункт A і перасякаюць абедзве прамыя AB і 
AC, ляжаць у адной плоскасці.

35. Ці можна сцвярджаць, што прамая ляжыць у плоскасці дадзенага 
трохвугольніка, калі яна:
а) праходзіць праз вяршыню трохвугольніка;
б) перасякае дзве стораны трохвугольніка;
в) перасякае ў розных пунктах дзве стораны трохвугольніка;
г) перасякае дзве прамыя, на якіх ляжаць стораны трохвугольніка;
д) перасякае тры прамыя, на якіх ляжаць стораны трохвугольніка?

ˀыс͘ ϴϵ ˀыс͘ ϵϬ ˀыс͘ ϵϭ

A
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36. Ёсць прамая a і пункт K, не прыналежны ёй. Дакажыце, што ўсе 
прамыя, што праходзяць праз пункт K і перасякаюць прамую a, 
ляжаць у адной плоскасці.

37. Пункты M і N належаць кантам SS1 і RR1 прызмы PQRSP1Q1R1S1. 
Дакажыце, што прамая MN належыць плоскасці RSS1.

38. Прамая a ляжыць у адной з перасякальных плоскасцей b і перася-
кае другую плоскасць γ. Дакажыце, што прамая a перасякае лінію 
перасячэння плоскасцей b і γ.

39. Выкарыстаўшы рысунак 92, на якім пункты 
B і C належаць кантам PK і PT трохвугольнай  
пі ра мі ды KPTU, а пункт A ляжыць на пра-
мой, што праходзіць праз кант KU: 
а) назавіце прамыя, якім належыць пункт U;
б) дакажыце, што прамая AB ляжыць у 
плоскасці KPU;
в) устанавіце, якім граням піраміды належыць 
прамая BC;
г) устанавіце, якім граням піраміды належыць 
прамая KT;

ˀыс͘ ϵϮ

д) назавіце плоскасць, якой належыць пункт A;
е) назавіце прамыя, праз якія праходзіць плоскасць KPT.

40. Выкарыстаўшы рысунак 93, на якім E — пункт канта AI чатырох-
вугольнай піраміды AIJKL, пункт F належыць канту AK, а пункт 
G ляжыць на прамені AK за пунктам K:
а) назавіце прамую, па якой перасякаюцца плос касці IAJ і JAK;
б) назавіце прамую, па якой перасякаюцца плос касці AJG і KAL;
в) дакажыце, што прамая EF ляжыць у плоскасці IAK;
г) дакажыце, што прамыя EF і FG ляжаць у адной плоскасці;
д) назавіце плоскасці, якім належыць прамая JL.

41. На рысунку 94 адлюстравана чатырохвугольная прыз ма CDEFC1D1E1F1, 
пункт P выбраны на пра ме ні D1E1 за пунктам E1, а пункт R — на 
канце C1F1. Выкарыстаўшы гэты рысунак:

ˀыс͘ ϵϰˀыс͘ ϵϯ
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а) дакажыце, што прамая PR належыць плоскасці C1D1F1;

б) дакажыце, што прамая PR перасякае прамую E1F1;

в) назавіце прамую, па якой плоскасць C1D1F1 пера сякае плоскасць 
DD1E;
г) назавіце прамую, па якой плоскасць C1D1F1 пе ра сякае плоскасць 
PRF;
д) назавіце пункт, у якім прамая PR перасякае плос касць DEE1;
е) назавіце пункт, у якім прамая PR перасякае плос касць FF1E1.

§ 2. ʿрам̼я і ̨̪̣̭ка̶̭і

ˀыс͘ ϵϱ

42. Ёсць прызма MTUXM1T1U1X1. На прамені 
TT1 за пунктам T1 выбраны пункт H, праз 
які праведзены прамыя HU і HX (рыс. 95). 
Выкарыстаўшы гэта:
а) дакажыце, што прамыя HU і T1U1 пера ся-
каюцца ў пэўным пункце B;
б) назавіце пункт, у якім прамая HU перасякае 
плоскасць M1T1X1;
в) дакажыце, што прамыя HX і T1X1 перася-
каюцца ў пэўным пункце A;
г) дакажыце, што прамая HX і плоскасць 
M1T1U1 перасякаюцца ў пункце A;
д) назавіце прамую, па якой перасякаюцца 
плоскасці XHU і T1TU;
е) назавіце прамую, па якой перасякаюцца 
плос касці XHU і MTX.

43. Пункты P, Q і R належаць адпаведна кантам 
SA, SC і BC піраміды SABCD (рыс. 96). Пабу-
дуйце прамую, па якой плоскасць PQR пера-
сякае плоскасць:

а) SBC;  в) SBD; 

б) SAB;  г) SDC.

44. Пункт M — унутраны пункт канта AJ трохву-
гольнай піраміды AIJK, пункт N ляжыць на 
прамені AK за пунктам K. Пабудуйце:
а) пункт перасячэння прамой MN з плоскасцю 
IJK;
б) прамую, па якой перасякаюцца плоскасці 
IMN і IJK.

45. На адрэзку MN як на старане ў розных пло-
скасцях пабудаваны два чатырохвугольнікі 
MNAB і MNCD, на адрэзках NA і NC выбраны 
ўнутраныя пункты R і S адпаведна (рыс. 97).

ˀыс͘ ϵϲ

ˀыс͘ ϵϳ
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Зрабіце такі рысунак у сшытку і:
а) пабудуйце пункт, у якім прамая MR перасякае плоскасць ABC;
б) пабудуйце пункт перасячэння прамой CD з плоскасцю ARS;
в) дакажыце, што прамая RS належыць плоскасці CAN.

46. Пункты A і B — унутраныя пункты кантаў KM і KQ прызмы 
KMOQK1M1O1Q1. Пабудуйце:

а) пункт, у якім прамая AB перасякае плоскасць M1MO;
б) прамую, па якой плоскасць ABO1 перасякае плос касць MOO1.

47. Пункты A, B, C з’яўляюцца сярэдзінамі кантаў T1U1, U1V1, V1V 
паралелепіпеда TUVWT1U1V1W1. Пабудуйце:

а) пункт, у якім прамая AB перасякае плоскасць WW1V1;
б) прамую, па якой плоскасць ABC перасякае плоскасць WW1V1.

48. Дыяганалі KM і LN асновы KLMN піраміды AKLMN перасякаюцца 
ў пункце O, пункт B — унутраны пункт адрэзка KO, а пункт C ля-
жыць на прамені LN за пунктам N. Пабудуйце:

а) пункт, у якім прамая BC перасякае плоскасць ALM;
б) прамую, па якой перасякаюцца плоскасці ABC і ALM.

49. Ёсць паралелепіпед BCDEB1C1D1E1. Пабудуйце:

а) пункт перасячэння прамой EE1 з лініяй перася чэння плоскасцей 
BC1D і C1CE;
б) лінію перасячэння плоскасцей BC1D і EDD1.

50. Пункты A і B ляжаць у гранях PQS і PRS трохвугольнай піраміды 
PQRS (рыс. 98). Зрабіце такі рысунак у сшытку і пабудуйце пункт, 
у якім прамая AB перасякае:

а) плоскасць QRS;  
б) плоскасць PQR.

51. Бакавая паверхня прамавугольнага паралелепіпеда з квадратнай ас-
новай роўная 12 см2. Знайдзіце дыяганаль бакавой грані, улічыўшы, 
што дыяганаль асновы роўная 2  см.

ˀыс͘ ϵϴ

52. Асновай прамой трохвугольнай прызмы 
з’яўля ец ца прамавугольны трохвугольнік, 
радыусы ўме жа най у яго і апісанай каля 
яго акружнасцей роўныя адпаведна 4 см і 
10 см. Знайдзіце поў ную паверхню прызмы, 
улічыўшы, што яе ба ка вы кант роўны 16 см.

53. Асновай прамой прызмы з’яўляецца раўна-
бед раная тра пецыя, у якую можна ўмежыць 
акружнасць. Ба кавая старана трапецыі 
роўная 12 см і ўтварае з асновай вугал у 30°. 
Знайдзіце бакавы кант прызмы, улічыўшы, 
што яе поўная паверхня роўная 336 см2.
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54. Медыяны BB1 і NN1 грані BKN чатырохвуголь-
най піраміды BKLMN перасякаюцца ў пункце G 
(рыс. 99). Зрабіце такі рысунак у сшытку і пабу-
дуйце пункт, у якім прамая MG перасякае пло-
скасць BLN.

55. Пункт M выберыце на дыяганалі DC1 грані трох-
вугольнай прызмы CDEC1D1E1, пункт N — на ад-
рэзку E1F, дзе F — унутраны пункт канта DE, 
пункт L — на прамені DD1 за пунктам D1 (рыс. 
100). Пабудуйце прамую, па якой плоскасць 
MNL перасякае плоскасць ECC1.

56. Выберыце пункты A і B адпаведна на кантах 
MX і MY чатырохвугольнай піраміды MXYZV, а 
пункт C — на прамені YZ за пунктам Z. Пабудуй-
це прамую, па якой перасякаюцца плоскасці 
ABC і XYZ.

57. Кант асновы правільнай трохвугольнай прызмы 
IJKPML (рыс. 101) ад но сіцца да бакавога канта 
як 2  : 3. Знайдзіце бакавую паверхню прыз мы, 
улі чыў шы, што даўжыня ломанай IPLKMI роў-
ная 16 + 4 13  дм.

58. Пункты A і B дзеляць канты QD і QE правільнай 
чатырохвугольнай піраміды QCDEF з усімі роў-
ны мі кантамі ў адносіне 5  : 7, калі лічыць ад 
вяршыні Q. Знайдзіце поўную паверхню пірамі-
ды, улічыўшы, што даўжыня ломанай ABQFA 
роў ная 70 см.

59*. Плошча бакавой паверхні прамавугольнага 
паралелепіпеда KLMNK1L1M1N1 з квадратнай 
асновай роўная 2640 мм2. Знайдзіце канты пара-
ле лепіпеда, улічыўшы, што радыус ак руж на сці, 
умежанай у трохвугольнік NKK1, роўны 5 мм.

60*. Дыяганаль бакавой грані прамавугольнага пара-
ле лепіпеда CDEFC1D1E1F1 з квадратнай асновай 
роўная 52 cм, а радыус ак руж насці, умежанай 
у трохвугольнік CC1D, роўны 8 cм. Знайдзіце 
поўную паверхню паралелепіпеда.

61*. Бакавы кант правільнай чатырохвугольнай піра-
мі ды роўны 8 см, а яе бакавая паверхня —  
16 15 см2. Знайдзіце старану асновы піраміды, 
улічыўшы, што радыус акружнасці, умежанай у 
бакавую грань, роўны 2 0 6, см.

ˀыс͘ ϵϵ

ˀыс͘ ϭϬϬ

ˀыс͘ ϭϬϭ

§ 2. ʿрам̼я і ̨̪̣̭ка̶̭і
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Прасторавае мадэляванне
Адкажыце, якая — плоская ці прасторавая — фігура паказана на рысунку:

а) 102;        б) 103;   в) 104.

На рысунку 104 паказана паверхня, якую называюць стужкай Мёбіуса, або 
лістом Мёбіуса. Яе адкрылі незалежна адзін ад аднаго ў 1858 годзе нямецкія 
ма тэ ма тыкі Аўгуст Мёбіус і Ёган Лістынг. Да гэтага меркавалася, што кожная 
паверхня мае два бакі, якія можна пафарбаваць рознымі колерамі. 

ˀыс͘ ϭϬϮ ˀыс͘ ϭϬϯ ˀыс͘ ϭϬϰ

Стужка Мёбіуса мае адзін бок і адзін край. У гэтым лёгка ўпэўніцца. Возь-
мем прамавугольную стужку ABCD і склеім яе так, каб пункт A супаў з пунк-
там С, а пункт B — з пунктам D. Зрабіце гэта самі і паспрабуйце зафарбаваць 
атрыманую стужку, не пераходзячы праз яе край. Які вынік у вас атрымаўся?

Якая паверхня атрымаецца, калі ліст Мёбіуса разрэзаць па яго сярэдняй 
лініі? Паспрабуйце зафарбаваць гэту паверхню. Што атрымалася? А што будзе, 
калі ліст Мёбіуса разрэзаць, адступіўшы ад яго краю на трэць шырыні?

Памятны знак «Ліст Мёбіуса» (рыс. 105) быў устаноўлены 22 студзеня 
2009 года да 80-годдзя Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі.

Уласцівасці стужкі Мёбіуса знайшлі практычнае прымяненне і ў пра-
мысловасці. У выглядзе стужкі Мёбіуса робяць шлі фа вальныя стужкі, фар-
бавальную стужку матрычных прынтараў, паласу стужкавага канвеера, што 

ˀыс͘ ϭϬϱ

дазваляе павялічыць тэрмін службы, таму 
што ўся паверхня стужкі раўнамерна знош-
ваецца. Стужку Мёбіуса прымяняюць у 
сістэмах запісу на бесперапынную плёнку, 
каб падвоіць час запісу.
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§ 3. Пабудаванне сячэнняў мнагаграннікаў
А) Пры вывучэнні стэрэаметрыі даводзіцца прасторавыя фігуры па-

казваць на плоскіх рысунках. Часта на рысунку трэба паказаць узаем-
нае размяшчэнне дзвюх фігур. Калі адна з фігур — мнагаграннік, а дру-
гая — плоскасць, то іх узаемнае размяшчэнне характарызуе тая част-
ка мнагагранніка, якая належыць разгляданай плоскасці, або, іншымі 
словамі, сячэнне мнагагранніка плоскасцю. Плоскасць пры гэтым назы-
ваюць сякучай плоскасцю.

ˀыс͘ ϭϬϳˀыс͘ ϭϬϲ

ˀыс͘ ϭϬϴ

Сякучая плоскасць перасякае паверхню мнага гран ніка па адрэзках, 
а сячэннем мна га гранніка плоскасцю з’яўляецца адзін або некалькі 
многавугольнікаў.

На рысунку 106 паказана сячэнне пяці ву гольнай прызмы, якое 
з’яўляецца сямі ву го ль нікам. Сячэнне «рамы» плоскасцю на рысунку 107 
складаецца з двух чатырох ву голь ні каў.

Для пабудавання сячэння мнагагранніка дастаткова пабудаваць агуль-
ныя пункты яго граняў і сякучай плоскасці.

Прыклад 1. Пабудуем сячэнне трохвуголь-
най піраміды SABC плоскасцю, што праходзіць 
праз пункты M, N і K на кантах SA, SB і SC.

Сякучая плоскасць MNK мае з плоскасцю 
SAB два агульныя пункты M і N, таму пра-
мая MN належыць як сякучай плоскасці, так 
і плоскасці SAB. Значыць, адрэзак MN — лінія 
перасячэння грані SAB з плоскасцю MNK. 

Разважаючы аналагічна, атрымліваем, што 
плоскасць MNK перасякае грані SAC і SBC па 
адрэзках MK і NK адпаведна.

Трохвугольнік MNK — шуканае сячэнне 
(рыс. 108).
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Прыклад 2. Пабудуем сячэнне трохвуголь-
най піраміды QABC плоскасцю a, што 
праходзіць праз пункты K, L, M кантаў AB, 
AQ, CQ.

Сякучая плоскасць a (рыс. 109) мае з гран-
ню AQB два агульныя пункты K і L, таму яна 
перасякае гэту грань па адрэзку KL.

Гэтаксама, паколькі пункты L і M — агуль-
ныя пункты сякучай плоскасці і грані AQC, то 
LM — лінія перасячэння гэтых плоскасцей.

Грань ABC мае з сякучай плоскасцю агуль-
ны пункт K. Знойдзем пункт, у якім пло-
скасць a перасякае кант BC. Звернем увагу на 

ˀыс͘ ϭϭϬ

ˀыс͘ ϭϬϵ

тое, што пункт X перасячэння прамых LM і AC належыць плоскасці a, 
плоскасці AQC і плоскасці ABC. А паколькі пункты K і X — агульныя 
пункты плоскасцей a і ABC, то KX — прамая, па якой плоскасць a пе-
расякае плоскасць ABC. Пункт N перасячэння прамой KX з кантам BC 
належыць плоскасці a. Значыць, плоскасць a перасякае грань ABC па 
адрэзку KN, а грань BQC — па адрэзку MN.

Чатырохвугольнік KLMN — шуканае сячэнне піраміды плоскасцю a.
Прамыя KL і KN называюць слядамі плоскасці a на плоскасцях ABQ 

і ABC адпаведна.

Прыклад 3. Пабудуем сячэнне піраміды OKLMN плоскасцю b, што 
праходзіць праз пункт A на канце OL і прамую k у плоскасці асновы 
KLMN.

Знойдзем пункт X (рыс. 110), у якім перасякаюцца прамыя LM і k. 
Гэты пункт належыць і сякучай плоскасці b як пункт прамой k, і плоскасці 
грані LOM як пункт прамой LM. Пункт A таксама належыць гэтым абе-
дзвюм плоскасцям. Таму плоскасць b перасякае плоскасць LOM па прамой 
AX, а грань LOM — па адрэзку AB, дзе B — пункт перасячэння прамых 
AX і OM.

Гэтаксама знойдзем пункты Y і D 
і адрэзак AD, па якім плоскасць b пе-
расякае грань OLK, а затым пункты Z 
і C і адрэзкі DC і BC. Чатырохвугольнік 
ABCD — шуканае сячэнне.
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Б) A, B, C — пункты на розных кантах чатырохвугольнай прызмы. 
Знойдзем сячэнне прызмы плоскасцю ABC.

Пабудаванне шуканага сячэння залежыць ад таго, на якіх кантах 
прызмы ляжаць пункты A, B, C. Найбольш проста будаваць сячэнне ў тым 
выпадку, калі пункты A, B, C ляжаць на кантах, што выходзяць з адной 
вяршыні. Шуканае сячэнне ў гэтым выпадку — трохвугольнік ABC.

Прыклад 4. Пункты A, B, C размешчаны так, як паказана на 
рысунку 111. Пабудуем ся чэнне прызмы плоскасцю ABC. Спачатку па-
бу дуем след сякучай плоскасці ABC на плоскасці ніжняй асновы. Для 
гэтага знойдзем пункты M і N перасячэння прамых AB і BC, якія ляжаць 
у сякучай плоскасці, з плоскасцю RSUV: M — пункт перасячэння пра мых 
AB і RV, N — прамых BC і UV. Прамая MN — агульная прамая сякучай 
плоскасці і плоскасці ніжняй асновы.

Пункт P перасячэння прамой RS са следам MN належыць і сякучай 
плоскасці, і плоскасці грані RR1S1S. Улічыўшы, што гэтым дзвюм 
плоскасцям належыць і пункт A, атрымліваем, што прамая PA — 
след сякучай плоскасці на плоскасці RR1S1S. Значыць, плоскасць ABC 
перасякае грань RR1S1S па адрэзку AD, а грань UU1S1S — па адрэзку CD.

Шуканым сячэннем з’яўляецца чатырохву гольнік ABCD. 
Бачым, што новым элементам у гэтым ра шэн ні ў параўнанні з 

прыкладам 2 з’яў ляец ца пабудаванне следу сякучай плоскасці на плос-
касці асновы.

Прыклад 5. Пункты A, B, C размешчаны так, як паказана на рысун-
ку 112. Пабудуем сячэнне прызмы плоскасцю ABC. 

Спачатку пабудуем след сякучай плоскасці ABC на плоскасці ніжняй 
асновы. Для гэтага знойдзем пункты M і N перасячэння прамых AB і 
BC, якія ляжаць у сякучай плоскасці, з плоскасцю RSUV: M — пункт 
перасячэння прамых AB і RV, N — прамых BC і UV. Прамая MN — 
агульная прамая сякучай плоскасці і плоскасці ніжняй асновы.

ˀыс͘ ϭϭϭ ˀыс͘ ϭϭϮ
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Пункт P перасячэння прамой RS са следам MN належыць і сякучай 
плоскасці, і плоскасці грані RR1S1S. Улічыўшы, што гэтым дзвюм 
плоскасцям належыць і пункт A, атрымліваем, што прамая PA — 
след сякучай плоскасці на плоскасці RR1S1S. Значыць, плоскасць ABC 
перасякае грань RR1S1S па адрэзку AD.

Знойдзем пункт C1 перасячэння прамой BC і плоскасці грані S1SUU1 . 
Прамая BC ляжыць у сякучай плоскасці з плоскасцю S1SUU1 і перасякае 
кант UU1 у пункце C1. Таму C1 належыць сякучай плоскасці. Улічыўшы, 
што гэтым дзвюм плоскасцям належыць пункт D, атрымліваем, што 
прамая DC1 — след сякучай плоскасці на плоскасці S1SUU1 . Значыць, 
плоскасць ABC перасякае грань S1SUU1 па адрэзку ED.

Шуканым сячэннем з’яўляецца пяцівугольнік ABCED.

Прыклад 6. Пункты A, B, C размешчаны так, як паказана на рысунку 
113. Пабудуем сячэнне прызмы плоскасцю ABC.

ˀыс͘ ϭϭϯ

1. Якая фігура называецца сячэннем мнагагранніка? Якой фігурай 
можа быць гэта сячэнне?

2. Якая прамая называецца следам адной плоскасці на другой?
3. Якім можа быць сячэнне плоскасцю чатырохвугольнай прызмы?
4. Ці праўда, што сячэннем пяцівугольнай піраміды можа быць:

а) пункт; 
б) адрэзак; 
в) чатырохвугольнік; 
г) шасцівугольнік; 
д) сямівугольнік?

След AB сякучай плоскасці на плоскасці 
асновы дазваляе паслядоўна знайсці пункты 
X і Y яго перасячэння з гранямі SUU1S1 і 
RSS1R1, след XC сякучай плоскасці — на 
плоскасці SUU1S1. Значыць, плоскасць ABC 
перасякае грань SUU1S1 па адрэзку CD. Ня-
хай пункт Z — пункт перасячэння прамой 
XC і плоскасці грані RSS1R1. Тады Z — пункт 
пера сячэння канта SS1 з сякучай плоскасцю 
і след ZY сякучай плоскасці на грані RSS1R1. 
Таму плос касць ABC перасякае грань RSS1R1 
па адрэзку EF.

Шуканым сячэннем з’яўляецца шасці-
вуголь нік ABDCEF.
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ˀыс͘ ϭϭϰ

ˀыс͘ ϭϭϱ

5 .  Ці праўда, што сячэннем пяцівугольнай прызмы можа быць:
а) адрэзак; 
б) чатырохвугольнік; 
в) шасцівугольнік; 
г) сямівугольнік; 
д) васьмівугольнік?

Задача 1. Пабудуйце сячэнне куба IJKLI1J1K1L1 плоскасцю IKJ1 
(рыс. 114). Знайдзіце кант куба, улічыўшы, што плошча гэтага сячэння 
роўная S.

Р а ш э н н е. Плоскасць IKJ1 перасякае грані IJKL, IJJ1I1, JKK1J1 па 
ад рэзках IK, IJ1, J1K адпа вед на. Таму трохвугольнік IKJ1 — шуканае ся-
чэнне.

  IKJ1 — правільны, таму S
IK

IKJ1

23
4

= , або  

S
IK

=
3

4

2

. Таму IK2 = 
4

3

S
.

  IJK — раўнабедраны прамавугольны з пра-

мым вуг лом J, таму 2IJ2  =  IK2, або IJ
IK2

2

2
= , або

IJ
S2 2

3
= , або IJ

S
=

2

3
.

А д к а з: IJ
S

=
2

3
.

Задача 2. Пабудуйце сячэнне правільнай піраміды QABCD плоскасцю, 
што праходзіць праз бакавы кант і супрацьлеглую яму вяршыню асно-
вы. Знайдзіце плошчу гэтага сячэння, улічыўшы, што ўсе канты гэтай 
піраміды роўныя a.

Р а ш э н н е. Няхай QABCD — правільная піраміда; AB  = BC  = CD  =  
= DA  = QA  = QB = QC = QD =  a.

Q, A, C — вяршыні піраміды, таму QAC — шука-
нае сячэнне.

AC = AB 2  = a 2  (ABCD — квадрат). 

У  AQC AQ = QC = а, AC = a 2. Таму ∠ AQC = 90° 

і Sсяч = SAQC = 
a2

2
.

А д к а з: 
a2

2
.

§ ϯ. ʿа̱̍даванне ̭я̸̾ння̲ мна̐а̐ранніка̲
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1. Колькасць дыяганальных сячэнняў чатырохвугольнай піраміды 
роўная:

 а) 1;               в) 3;        

 б) 2;               г) 4.
2. Вызначце від фігуры, што з’яўляецца сячэннем куба ABCDA1B1C1D1 

плоскасцю, якая праходзіць цераз вяршыні A, C і D1.

62. Нарысуйце куб STRUS1T1R1U1 і пазначце пункты B і C на кантах 
SU і RU. Пабудуйце сячэнне куба плоскасцю BCT1.

63. Пункты A, B, C ляжаць на кантах MM1, M1P1, M1T1 прызмы 
MPQTM1P1Q1T1 (рыс. 116). Зра бі це такі рысунак у сшытку і пабу-
дуйце сячэнне прызмы плоскасцю ABC.

ˀыс͘ ϭϭϲ

ˀыс͘ ϭϭϳ

64. Нарысуйце куб MNOPM1N1O1P1 і пазначце 
сярэдзіны A, B і C кантаў NM, NO і NN1. 
Выкарыстаўшы атрыманы рысунак:
а) пабудуйце сячэнне куба плоскасцю ABC;
б) дакажыце, што трохвугольнік ABC праві-
льны;
в) знайдзіце плошчу трохвугольніка ABC, 
пры маю чы кант куба роўным 1 м.

65. Нарысуйце куб NORQN1O1R1Q1 і пазначце ся-
рэ дзіны A і B яго кантаў NQ і QR. Дакажыце, 
што сячэн не куба плоскасцю ABQ1 з’яўляецца 
раўнабедраным трохвугольнікам. Знайдзіце 
кант куба, улічыўшы, што перыметр гэтага 
трохвугольніка роўны a.

66. Пабудуйце сячэнне піраміды ABCD плоскас-
цю, што праходзіць праз сярэдзіны кантаў 
AB, AC, AD. Знайдзіце плошчу гэтага сячэн-
ня, улічыўшы, што ўсе канты гэтай піраміды 
роўныя а.

67. На рысунку 117 паказана правільная піра мі-
да RSXY, у якой грань асновы роўная бакавой 
грані. На яе кантах RS і RY пазначаны 
іх сярэдзіны A і B. Зрабіце такі рысунак 
у сшытку і пабудуйце сячэнне піраміды 

R
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плоскасцю ABX. Дакажыце, што трохвугольнік ABX з’яўляецца 
раўнабедраным, і знайдзіце яго перыметр і плошчу, улічыўшы, што 
кант піраміды роўны a.

68. Канты UX, UZ, UU1 прамавугольнага пара ле ле пі педа UXYZU1X1Y1Z1 
роўныя 6 см, 6 см, 8 см адпаведна. Дакажыце, што сячэнне 
паралелепіпеда плоскасцю XY1Z ёсць раўнабедраны трохвугольнік, 
і знайдзіце вышыні гэтага трохвугольніка.

ˀыс͘ ϭϭϵ
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ˀыс͘ ϭϭϴ

ˀыс͘ ϭϮϬ

69. Нарысуйце прамавугольны паралелепі пе д 
TPQRT1P1Q1R1 і пабудуйце яго сячэнне плос-
касцю, што праходзіць праз прамую T1Q1 і 
вяршы ню R. Знайдзіце плошчу гэтага сячэн-
ня, улічыўшы, што канты RT і RQ роўныя 
адзін аднаму і роўныя l, а радыус акружнасці, 
апі са най каля чатырохвугольніка RQQ1R1, 
роўны a.

70. На рысунку 118 паказана трохвугольная пі-
ра міда MNOP. Пабудуйце сячэнне трох ву-
гольнай піраміды MNOP плоскасцю ABC, 
улі чыўшы, што пункты A, B, C выбраны ад-
па ведна на кантах MN, OP, PN.

71. На рысунку 119 пункты U, V, W выбраны на 
кан тах AB, BC, AD піраміды ABCDЕ. Зрабіце 
такі ры су нак у сшытку і пабудуйце сячэнне 
піраміды плос касцю UVW.

72. Пабудуйце сячэнне чатырохвугольнай прыз-
мы RSTVR1S1T1V1 плоскасцю ABC, улічыўшы, 
што пункты A, B, C выбраны адпаведна на 
кантах RS, RV, TT1 (рыс. 120).

73. Старана асновы правільнай трохвугольнай 
прызмы CDEC1D1E1 роўная 12 см, а яе бакавы 
кант — 6 см. Знайдзіце плошчу ся чэн ня 
прызмы плоскасцю, якой належыць старана 
асновы і супрацьлеглая вяршыня другой ас-
новы.

74. Кант асновы правільнай трохвугольнай піра-
міды і яе бакавы кант адпаведна роўныя k і l. 
Знайдзіце плошчу сячэння піраміды плоскас-
цю, што пра хо дзіць праз дзве вяршыні асно-
вы і сярэдзіну бакаво га канта.

75*. Пункт C — сярэдзіна канта JL даўжынёй а 
правільнай трохвугольнай піраміды IJKL,  
бакавая грань якой роўная грані асновы.  
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Пабудуйце сячэнне піраміды плоскасцю 
IKC і знайдзіце радыусы акружнасцей, 
адна з якіх умежана ў гэта сячэнне, а дру-
гая апісана каля яго.

76*. Нарысуйце куб RSTVR1S1T1V1 і пазначце 
сярэдзіну C яго канта SS1. Пабудуйце ся-
чэнне куба плос ка сцю, што праходзіць праз 
прамую RT і пункт C. Знайдзіце медыяны 
трохвугольніка RTC, улі чыў шы, што кант 
куба роўны 40 мм.

77. Пункты K і L выбраны на кантах DA і 
DC прызмы ABCDA1B1C1D1, а пункт M — 
на прамені BB1 за пунк там B1 (рыс. 121). 
Зрабіце такі рысунак у сшыт ку і пабудуйце 
сячэнне прызмы плоскасцю KLM. 

78. Пункты A і B ляжаць адпаведна на кан-
тах KK1 і MM1 прызмы KMOQK1M1O1Q1, 
а пункт C — на плос касці грані KMOQ 
(рыс. 122). Пабудуйце сячэнне прызмы 
плос касцю ABC.

79. Пабудуйце сячэнне прамавугольнага пара-
ле лепіпеда ACEHA1C1E1H1 плоскасцю KLM, 
улічыўшы, што пункты K, L, M ляжаць 
адпаведна на праменях C1A1, EE1, H1H за 
пунктамі A1, E1, H (рыс. 123).

ˀыс͘ ϭϮϭ

ˀыс͘ ϭϮϮ

ˀыс͘ ϭϮϯ ˀыс͘ ϭϮϰ

С.

80. Пункты A і B ляжаць на кантах KK1 і LL1 трохвугольнай прызмы 
KLMK1L1M1, а пункт C — на плоскасці KLM (рыс. 124). Зрабіце 
такі рысунак у сшытку і пабудуйце сячэнне прызмы плоскасцю 
ABC.
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81. На рысунку 125 паказана прызма IJKLI1J1K1L1, на кантах J1I1, 
J1K1, LL1 выбраны пункты A, B, C. Зрабіце такі  рысунак у сшытку 
і пабудуйце сячэнне прызмы плоскасцю ABC.

82. Нарысуйце прызму MNOPM1N1O1P1 і на яе кантах NN1, MP, OP вы-
берыце пункты C, D, E. Пабудуйце сячэнне прызмы плоскасцю CDE.

83. Ёсць правільная прызма XYZX1Y1Z1, усе кан ты якой роўныя адзін 
аднаму. Знайдзіце пло шчу сячэння прызмы плоскасцю XY1Z1, улі-
чыўшы, што поўная паверхня прызмы роўная S.

ˀыс͘ ϭϮϱ

ˀыс͘ ϭϮϲ

ˀыс͘ ϭϮϳ

§ ϯ. ʿа̱̍даванне ̭я̸̾ння̲ мна̐а̐ранніка̲

84. Ёсць такая правільная трохвугольная прызма, 
што плоскасць, якая праходзіць праз старану 
яе ас но вы і супрацьлеглую вяршыню другой 
асновы, дзе ліць поўную паверхню прызмы 
ў адносіне 2 : 3. Знай дзіце гэту паверхню, 
улічыўшы, што кант асно вы роўны a.

85. На рысунку 126 паказана правільная піра-
міда ABCDE і на канце AE пазначана яго 
сярэдзіна M. Трохвугольнік BMD ёсць сячэн-
не гэтай піра міды плоскасцю, якой належаць 
прамая BD і пункт M. Знайдзіце вышыні 
трох вугольніка BMD, улічыў шы, што ўсе 
канты піраміды роўныя 20 мм.

86. Пункт A — сярэдзіна бакавога канта KE пра-
віль най чатырохвугольнай піраміды KCDEF, 
усе канты якой роўныя адзін аднаму. Па-
будуйце сячэнне пі ра міды плоскасцю, што 
праходзіць праз прамую DF і пункт A. 
Знайдзіце поўную паверхню пі ра міды, улі-
чыўшы, што плошча гэтага сячэння роў ная S.

87. Зрабіце ў сшытку рысунак, падобны рысун-
ку 127, на якім паказана чатырохвугольная 
піраміда MNOPQ і адзначаны пункты A, B, C 
на кантах PQ, PM, OM адпаведна. Пабудуйце 
сячэнне піраміды плоскасцю, што праходзіць 
праз пункты A, B, C.

88. Нарысуйце чатырохвугольную піраміду STUVW 
і пабудуйце яе сячэнне плоскасцю, што пра-
ходзіць праз пункты A, B, C на кантах ST, 
TW, VW.

89. Пункт A ляжыць на канце PQ трохвугольнай 
піраміды PQRS, пункт B — на прамені QR за 
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пунктам R, а пункт C — на плоскасці QRS 
(рыс. 128). Пабудуйце сячэнне піраміды пло-
скасцю ABC.

90. Ёсць піраміда RMNOP, усе канты якой роўныя 
адзін аднаму. Сячэннем гэтай піраміды пло-
скасцю, што праходзіць праз вяршыню R і 
прамую NP, з’яўляецца трохвугольнік RNP. 
Знайдзіце бакавую паверхню піраміды, улі-
чыўшы, што радыус акружнасці, апісанай 
каля гэтага трохвугольніка, роўны R.

ˀыс͘ ϭϮϵ

ˀыс͘ ϭϯϬ

ˀыс͘ ϭϮϴ

С
.

91. Нарысуйце правільную піраміду TUVWX і па будуйце яе сячэнне пло-
скасцю, што пра хо дзіць праз вяршыню T і прамую UW. Знайдзіце 
плошчу бакавой паверхні піраміды, улі чыўшы, што плошча пабуда-
ванага сячэння роўная плошчы асновы, а кант асновы роўны l.

92. Піраміда V1P1QW мае сваімі вяршынямі вяршыні куба PQVWP1Q1V1W1 
(рыс. 129). Знайдзіце поў ную паверхню гэтай піраміды, улічыўшы, 
што кант куба роўны 1 м.

93*. Пабудуйце сячэнне прамавугольнага па ра-
ле лепі пе да ABTVA1B1T1V1 плоскасцю AB1T. 
Знайдзіце радыус акружнасці, апісанай каля 
бакавой грані па ралелепіпеда, улічыўшы, што 
яго асновай з’я ў ляецца квадрат са стараной a, 
а плошча пабудаванага сячэння роўная S.

94*. Пабудуйце сячэнне прамавугольнага пара ле-
ле пі педа IJKLI1J1K1L1 плоскасцю, што пра-
ходзіць праз вяршыню I і прамую J1L1. Знай-
дзіце поў ную паверхню паралелепіпеда, улі-
чыўшы, што яго асновай з’яўляецца квадрат 
са стараной a, а вугал J1IL1 роўны γ.

95*. Чатырохвугольнік RBCY — сячэнне прама-
ву голь нага паралелепіпеда  плоскасцю, што 
пра ходзіць праз прамую RY і пункт A на 
прамені SS1 за пунктам S1 (рыс. 130). Дака-
жыце, што гэта сячэнне ёсць раўнабедраная 
трапецыя, і знайдзіце яе плошчу, улічыўшы, 
што аснова паралелепіпеда ёсць квадрат RSYZ 
са стараной c, вышыня RR1 паралелепіпеда 
роўная h, а вяршыня S1 дзеліць адрэзак SA 
папалам.
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96*. Нарысуйце куб KPTVK1P1T1V1 і пабудуйце яго сячэнне плоскасцю, 
што праходзіць праз прамую K1T, і такі пункт A праменя V1T1, што 
вяршыня T1 дзеліць адрэзак V1A ў адносіне 2  : 1, калі лічыць ад 
пункта V1. Знайдзіце перыметр гэтага сячэння, улічыўшы, што кант 
куба роўны 2 м.

97. Нарысуйце трохвугольную піраміду CDEF і пабудуйце яе сячэнне  пло-
скасцю, што праходзіць праз сярэдзіны кантаў FC, FD, FE. Знайдзіце 
плошчу грані піраміды, улічыўшы, што ўсе яе грані — роўныя 
правільныя трохвугольнікі, а плошча сячэння роўная 120 см2.

98*. Кант асновы правільнай чатырохвугольнай прызмы роўны a, а 
плошча сячэння прызмы плоскасцю, якая праходзіць праз канцы 
кантаў, што выходзяць з адной вяршыні, роўная Q. Знайдзіце ба-
кавую паверхню прызмы.

Прасторавае мадэляванне
Пры вырабе бэлькі з цыліндрычнага бервяна робяць наступнае:

1) на тарцы� бервяна праводзяць дыяметр;

2) дзеляць яго на пяць роўных частак;

3) другі дыяметр праводзяць так, каб яго праекцыя на першы складала 

3
5

яго;

4) канцы пабудаваных дыяметраў прымаюць за вяршыні чатырохвуголь-
нага сячэння і счэсваюць лішак;

Параўнайце трывалась такой бэлькі з трываласцю бэлькі з квадратным ся-
чэннем, атрыманай з такога самага бервяна, улічыўшы, што трываласць бэлькі 
з прамавугольным сячэннем прапарцыянальна шырыні і квадрату вышыні ся-
чэння.

Праверце свае веды
1. Тры пункты размешчаны на роўных адлегласцях адзін ад аднаго. Ці 

можна выбраць яшчэ адзін пункт, роўнааддалены ад усіх астатніх?

2. Якую найбольшую колькасць прамых можна правесці праз розныя пары 
з пяці пунктаў:

а) 5; б) 6;    в) 8;       г) 10?

3. Якую найбольшую колькасць плоскасцей можна правесці праз розныя 
тройкі з чатырох пунктаў?

4. Колькі ўтвараецца ліній пры папарным перасячэнні трох плоскасцей?

а) 2; б) 3;    в) 4;       г) 6.

§ ϯ. ʿа̱̍даванне ̭я̸̾ння̲ мна̐а̐ранніка̲
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5. Нарысуйце прызму ABCDEFPQRSTU, асновы якой — правільныя 
шасцівугольнікі. Назавіце:

а) плоскасці, перасякальныя з плоскасцю UQR;

б) плоскасці, перасякальныя з прамой FT.

6. Старана асновы правільнай трохвугольнай прызмы роўная 6 см, а бака-
вы кант — 11 см. Знайдзіце поўную паверхню прызмы.

7. Кант асновы правільнай трохвугольнай прызмы IJKPML адносіцца да 
бакавога канта як 2 : 3. Знайдзіце бакавую паверхню прызмы, улічыўшы, што 

даўжыня ломанай IPLKMI роўная 4 +  13 см.
8. Бакавая паверхня правільнай трохвугольнай піраміды роўная 30 420 мм2, 

а яе бакавы кант — 169 мм. Знайдзіце плошчу асновы піраміды.
9. Старана асновы правільнай чатырохвугольнай піраміды роўная 12 см, а 

адрэзак, што злучае вяршыню піраміды з цэнтрам асновы, — 16 см. Знайдзіце:
а) бакавы кант і апафему піраміды;
б) бакавую паверхню піраміды;
в) поўную паверхню піраміды.
10. Плошча сячэння правільнай чатырохвугольнай піраміды RUSVW з кан-

там асновы а плоскасцю RUV роўная Q. Знайдзіце бакавую паверхню піраміды.
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§ 4. Узаемнае размяшчэнне прамых у прасторы
А) Дзве прамыя прасторы называюцца паралельнымі прамымі, калі 

яны ляжаць у адной плоскасці і не маюць агульных пунктаў.
На плоскасці праз дадзены пункт можна правесці адзіную прамую, па-

ралельную дадзенай. Гэта сцверджанне з’яўляецца праўдзівым і ў прасторы.

Т э а р э м а 1. Праз пункт па-за дадзенай прамой можна правесці 
адзіную прамую, паралельную дадзенай прамой.

Доказ. Няхай ёсць прамая a і пункт M па-за ёю 
(рыс. 131). Па тэарэме 3 з параграфа 2 праз пра-
мую a і пункт M праходзіць адзіная плоскасць — 
плос касць a. Калі прамая праходзіць праз пункт М 
паралельна прамой а, то яна павінна ляжаць у 
плоскасці a. У плоскасці a праз пункт M пра хо дзіць 
адзіная прамая b, паралельная прамой a. Прамая b — 
шуканая пра мая, і яна адзіная.

На плоскасці, калі адна з паралельных прамых перасякае іншую пра-
мую, то і другая таксама перасякае яе. Аналагічнае сцверджанне з’яў-
ляецца праўдзівым і ў прасторы.

Т э а р э м а 2. Калі адна з дзвюх паралельных прамых перасякае 
плоскасць, то і другая прамая перасякае гэту плоскасць.

Доказ. Няхай ёсць дзве паралельныя прамыя b і c, і адна з іх — пра-
мая b — перасякае плоскасць b у пункце M (рыс. 132).

Паколькі прамыя b і c паралельныя, то яны ля жаць у адной плоскасці, 
няхай гэта будзе плос касць γ. Плоскасці b і  γ маюць агульны пункт M, 
таму па аксіёме 3 яны маюць і агульную прамую l. Гэта прамая ляжыць 
у плоскасці γ і перасякае прамую b у пункце M, таму яна перасякае па-
ралельную ёй прамую c у пэўным пункце N.

Паколькі прамая l ляжыць і ў плоскасці b, то пункт N належыць 
гэтай плоскасці. Значыць, пункт N — агульны пункт плоскасцей b і γ.

Застаецца даказаць, што прамая c з плоскасцю  b не мае іншых 
агульных пунктаў. Дапусцім, што гэта не так. Ня-
хай прамая c мае з плоскасцю b яшчэ адзін агуль-
ны пункт K. Тады па аксіёме 2 прамая c ляжыць 
у плоскасці b. Атрымліваецца, што прамая c — 
агульная прамая плоскасцей b і γ. Але такой прамой 
з’яўляецца прамая l. Значыць, прамая c супадае з 
прамой l, што немагчыма, бо прамая b паралельная 
прамой c і перасякае прамую l.

ˀыс͘ ϭϯϭ

ˀыс͘ ϭϯϮ
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Вы ведаеце, што калі на плоскасці дзве прамыя паралельныя трэ-
цяй, то яны паралельныя і адна адной. Дакажам, што такое сцверджанне 
з’яўляецца правільным і ў прасторы.

Т э а р э м а 3. Калі дзве розныя прамыя паралельныя трэцяй пра-
мой, то яны паралельныя і адна адной.

Доказ. Няхай прамыя m і n паралельныя пра-
мой p (рыс. 133). Дакажам, што прамая m паралель-
ная прамой n, г. зн. прамыя m і n ляжаць у адной 
плоскасці і не перасякаюцца.

На прамой m выберам адвольна пункт A, праз яго 
і прамую n правядзём плоскасць a. Дакажам, што 
прамая m ляжыць у гэтай плоскасці. Дапусцім, што 
гэта не так. Улічыўшы, што прамая m мае з плоскас-
цю a агульны пункт, трэба пагадзіцца, што прамая m 
перасякае плоскасць a. Тады па тэарэме 2 гэту плоскасць перасякае пра-
мая p, бо яна паралельная прамой m і прамая n паралельная прамой p. 
Але такое немагчыма, бо прамая n ляжыць у плоскасці a. Значыць, пра-
мая m разам з прамой n ляжаць у плоскасці a.

Прамыя m і n не перасякаюцца. Дапусцім, што гэта не так, г. зн. пра-
мыя m і n перасякаюцца ў пэўным пункце B. Атрымліваецца, што праз 
пункт B праходзяць дзве розныя прамыя m і n, паралельныя прамой p, 
што супярэчыць тэарэме 1.

Выкарыстаўшы тэарэму 3, можна даказаць важныя сцверджанні пра 
паралелепіпед.

Т э а р э м а  4. У паралелепіпеда: а) супрацьлеглыя грані роўныя; б) усе 
яго дыяганалі перасякаюцца ў адным пункце і дзеляцца ім папалам.

Доказ. Няхай ёсць паралелепіпед ABCDA1B1C1D1 (рыс. 134).
а) Дакажам, напрыклад, роўнасць супрацьлеглых граняў ABCD і 

A1B1C1D1.
Адрэзкі AB і A1B1 а таксама BC і B1C1 роўныя, 

як супрацьлеглыя стораны паралелаграмаў ABB1A1 
і BCC1B1 адпаведна. Адрэзкі AA1 і CC1 паралельныя 
і роўныя адзін аднаму, бо кожны з іх паралельны 
адрэзку BB1 і роўны яму. Значыць, чатырохвугольнік 
ACC1A1 — паралелаграм. А таму адрэзкі AC і A1C1 
роўныя адзін аднаму як супрацьлеглыя стораны гэта-
га паралелаграма.

Паколькі AB  = A1B1, BC  = B1C1 і AC  = A1C1, то 
трохвугольнікі ABC і A1B1C1 роўныя. Таму роўныя і 
вуглы ABC і A1B1C1. Значыць, роўныя адзін аднаму і 
паралелаграмы-грані ABCD і A1B1C1D1.

§ ϰ. ˄заемнае размя̸̹̾нне ̪рам̵̼ ̱ ̪ра̭т̨р̼

ˀыс͘ ϭϯϯ

ˀыс͘ ϭϯϰ
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б) Дакажам, што ўсе дыяганалі паралелепіпеда 
ABCDA1B1C1D1 перасякаюцца ў адным пункце і дзе-
ляцца ім папалам.

Чатырохвугольнік AA1C1C — паралелаграм, бо 
яго супрацьлеглыя стораны AA1 і CC1 роўныя і пара-
лельныя адна адной з-за таго, што кожны з адрэзкаў 
AA1 і CC1 роўны адрэзку DD1 і паралельны яму (рыс. 
135). Таму дыяганалі AC1 і CA1 пунктам перасячэння 

O дзеляцца папалам.
Чатырохвугольнік DCB1A1 — таксама паралела-

грам, таму яго дыяганаль DB1 перасякае другую ды-
яганаль CA1 у яе сярэдзіне, г. зн. у пункце O.

Нарэшце, чатырохвугольнік ABC1D1 — паралелаграм, таму яго дыя-
ганаль BD1 перасякае другую дыяганаль AC1 у яе сярэдзіне O.

Калі дзве прамыя перасякаюцца (рыс. 136) або паралельныя (рыс. 137), 
то яны ляжаць у адной плоскасці. Дзве прамыя, якія не ляжаць у адной 
плоскасці, называ юцца скрыжаванымі (рыс. 138).

ˀыс͘ ϭϯϱ

ˀыс͘ ϭϯϵ

ˀыс͘ ϭϯϲ ˀыс͘ ϭϯϳ ˀыс͘ ϭϯϴ

Дакажам прымету скрыжаванасці прамых.

Т э а р э м а  5. Калі з дзвюх прамых адна належыць пэўнай плоска-
сці, а другая перасякае гэту плоскасць у пункце, не прыналежным 
першай прамой, то такія прамыя з’яўляюцца скрыжаванымі.

Доказ. Няхай прамая p ляжыць у плос касці a, а прамая q перасякае 
гэту плоскасць у пункце A, што не належыць прамой p (рыс. 139). Дака-
жам, што прамыя p і q скрыжоўваюцца.

Дапусцім, што прамыя p і q ляжаць у пэўнай 
плоскасці b. Тады плоскасці b належыць прамая p 
і пункт A, які належыць прамой q, і, значыць, 
плоскасць b супадае з плоскасцю a. Атрымала-
ся, што плоскасці a належыць прамая q, якая па 
ўмове ёй не належыць. Гэта супярэчнасць азна-
чае, што зроб ленае дапушчэнне непраўдзівае.

Правообладатель Адукацыя і выхаванне
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ˀыс͘ ϭϰϬ

Б) Мы ведаем, што вуглом паміж пера ся-
каль нымі прамымі называецца велічыня аднаго 
з чатырох узніклых пры гэтым вуглоў, які не 
большы за 90° (рыс. 140).

Вуглом паміж скрыжаванымі прамымі назы-
ваецца вугал паміж перасякальнымі прамымі, 
па ра лельнымі дадзеным скрыжаваным прамым.

Дакажам, што гэта азначэнне карэктнае, 
г. зн. не залежыць ад выбару пункта, праз які 
праходзяць прамыя, паралельныя дадзеным 
скрыжаваным прамым.

Т э а р э м а  6. Вугал паміж перасякальнымі 
прамымі роўны вуглу паміж паралельнымі ім 
перасякальнымі прамымі.

Доказ. Няхай прамыя a і b перасякаюцца ў 
пункце O, прамыя a1 і b1 — у пункце O1 і a1  | |  a, 
b1  | |  b (рыс. 141).

Ад пункта O на прамой a адкладзём 
роўныя ад рэзкі OA і OB, а на прамой b — 
адрэзак OC, роўны адрэзку OA. Праз пун-
кты A і B правядзём прамыя, паралельныя 
прамой OO1, яны перасякуць прамую a1 ў 
пунктах A1 і B1 адпаведна. Праз пункт C  
правядзём прамую, паралельную прамой OO1, 
яна перасячэ прамую b1 у пункце C1.

ˀыс͘ ϭϰϭ

Чатырохвугольнік OO1A1A з’яўляецца паралелаграмам, бо яго супраць-
леглыя стораны OA і O1A1 паралельныя і роўныя. Таму AA1  = OO1 і  
AA1 | | OO1. Гэтаксама, паколькі чатырохвугольнік OO1B1B — паралела-
грам, то BB1  = OO1 і BB1  | | OO1, а паколькі OO1C1C — паралелаграм, то 
BB1  = CC1 і CC1  | | OO1.

Паколькі кожны з адрэзкаў AA1, BB1, CC1 роўны і паралельны адрэзку 
OO1, то яны роўныя і паралельныя адзін аднаму. Таму чатырохвугольнікі 
AA1C1C і BB1C1C абодва з’яўляюцца паралелаграмамі і, значыць, AC  = A1C1 
і BC  = B1C1.

Цяпер па прымеце роўнасці трохвугольнікаў па трох старанах мож-
на сцвяр джаць, што  AOC  =  A1O1C1 і  BOC  =  B1O1C1, а таму 
∠ AOC  =  ∠ A1O1C1 і ∠ BOC  =  ∠ B1O1C1.

Такім чынам мы даказалі, што вуглы, утвораныя пры перасячэнні 
прамых a і b, такія самыя, як і пры перасячэнні прамых a1 і b1.

На рысунку 142 паказана, як можна знайсці вугал паміж скры жа ва-
нымі прамымі: выбраць адвольна пункт A прасторы і праз яго правесці 
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прамыя, паралельныя гэтым скрыжаваным прамым. Зразумела, што 
пункт A можа быць выбраны і на адной са скрыжаваных прамых.

Прыклад. На рысунку 143 пункты A і B — пункты перасячэння дыяга-
налей граняў E1F1G1H1 і EE1F1F паралелепіпеда EFGHE1F1G1H1. Пабудуем 
вугал паміж скрыжаванымі прамымі AB і HG1. Для гэтага ў плоскасці 
E1FG1, якой належаць пункт G1 і прамая AB, праз пункт G1 паралельна 
прамой AB правядзём прамую. Гэта прамая G1F. Вугал FG1H — шуканы 
вугал паміж скрыжаванымі прамымі AB і HG1.

Вугал паміж паралельнымі прамымі лічыцца роў ным нулю.
Прамыя, вугал паміж якімі роўны 90°, называюцца пер пен ды ку ляр-

нымі прамымі.
Перпендыкулярныя прамыя могуць быць пера ся кальнымі, а могуць 

быць і скрыжаванымі. Напрыклад, перпендыкулярныя прамыя AC і AG, 
якія праходзяць праз адпаведныя канты прамавугольнага паралелепіпеда 
ACEGA1C1E1G1 (рыс. 144), перасякаюцца, а перпендыкулярныя прамыя 
AC і EE1 скрыжоўваюцца.

ˀыс͘ ϭϰϮ ˀыс͘ ϭϰϯ ˀыс͘ ϭϰϰ

1. Сфармулюйце сцверджанне аб прамых, што праходзяць праз дадзены 
пункт паралельна дадзенай прамой.

2. Якія дзве прамыя прасторы называюцца паралельнымі; перася каль-
нымі; скрыжаванымі?

3. Сфармулюйце сцверджанне пра паралельныя прамыя, адна з якіх пе-
расякае дадзеную плоскасць.

4. Сфармулюйце сцверджанне аб прамых, паралельных іншай прамой.

5. Сфармулюйце ўласцівасць супрацьлеглых граняў прамавугольнага 
пара лелепіпеда; дыяганалей прамавугольнага паралелепіпеда.

6. Сфармулюйце прымету скрыжаваных прамых.

7. Які вугал называюць вуглом паміж перасякальнымі прамымі; скры-
жа ва нымі прамымі; паралельнымі прамымі?

Правообладатель Адукацыя і выхаванне
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8. Як пабудаваць вугал паміж скрыжаванымі прамымі?

9. Якія прамыя называюць перпендыкулярнымі?
10. Пункты M, N, P — адпаведна сярэдзіны кантаў HE, HF, HG трох-

вугольнай піраміды EFGH (рыс. 145), а пункт K ляжыць на адрэз-
ку FN. Вызначце ўзаемнае размяшчэнне прамых:
а) PK і FG;  б) MP і EG;  в) NH і EF.

11. Вызначце, ці перасякаюцца прамыя, на якіх ляжаць асновы двух 
трохвугольнікаў BAC і DFE (рыс. 146), што маюць агульную сярэд-
нюю лінію.

ˀыс͘ ϭϰϳ

ˀыс͘ ϭϰϴ ˀыс͘ ϭϰϵ

ˀыс͘ ϭϰϱ

E

F

H

P

N

M

G

K

ˀыс͘ ϭϰϲ

12. Вызначце ўзаемнае размяш-
чэнне лініі ракі і лініі моста 
(рыс. 147).

13. Ёсць куб LKMNL1K1M1N1. Пакажыце скрыжаваныя прамыя, выка-
ры стаўшы рысунак 148.

14. У трохвугольнай пірамідзе EFGH пункты M, N, P — сярэдзіны 
кантаў HE, HF, HG адпаведна, а пункт K ляжыць на адрэзку FN 
(рыс. 149). Вызначце ўзаемнае размяшчэнне прамых:
а) KP і MN;     б) MN і EG;         в) MH і FG.
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Задача 1. Дыяганалі грані L1K1M1N1 куба LKMNL1K1M1N1 перасяка-
юцца ў пункце A, а дыяганалі грані LL1N1N — у пункце В. Сярэдзінамі 
кантаў MM1 і MN з’яўляюцца пункты F і G адпаведна (рыс. 150). Вы-
значце ўзаемнае размяшчэнне прамых AB і FG.

ˀыс͘ ϭϱϮ

ˀыс͘ ϭϱϬ

ˀыс͘ ϭϱϭ

Р а ш э н н е. LKMNL1K1M1N1 — куб, таму 
L1K1M1N1 — квадрат і LL1N1N — квадрат.

L1K1M1N1 — квадрат і L1M1 Ç K1N1  = A, та-
му A — сярэдзіна L1M1.

LL1N1N — квадрат і L1N Ç LN1  = B, таму B — 
сярэдзіна L1N.

Паколькі AB — сярэдняя лінія  NL1M1 (A — 
сярэдзіна L1M1 і B — сярэдзіна L1N), то AB  | | NM1.

Паколькі FG — сярэдняя лінія  NMM1 (F — 
сярэдзіна MM1 і G — сярэдзіна NM), то FG  | | NM1.

AB  | | NM1 і FG  | | NM1, таму AB  | | FG.

А д к а з: AB  | | FG.

Задача 2. Адрэзак XY мае з плоскасцю b адзіны агульны пункт X. 
Праз пункт Y і сярэдзіну Z адрэзка XY праведзены паралельныя прамыя, 
якія перасякаюць плоскасць  b у пунктах Y1 і Z1 адпаведна (рыс. 151). 

Знайдзіце даўжыню адрэзка YY1, улічыўшы, што 
ZZ1  =  10 см.

Р а ш э н н е. Перасякальныя прамыя XY і YY1 

вызначаюць плоскасць XYY1.
XY1 Ì  (XYY1) і XY1 Ì b, таму (XYY1) Ç b = XY1.
Y1 Î  b, Z1 Î  b і YY1  | | ZZ1, таму ZZ1 Ì  (XYY1) 

і Z1 Î XY1.
ZZ1 — сярэдняя лінія  XYY1 (Z — сярэдзіна 

XY і YY1  | | ZZ1), таму YY1 = 2ZZ1 = 2 · 10 = 20 (см).

А д к а з: 20 см.

Задача 3. LKML1K1M1 — правільная трох-
вугольная прызма, даўжыня кожнага канта якой 
роўная 1 м. Дыяганалі граняў LL1M1M і MM1K1K 
перасякаюцца адпаведна ў пунктах X і Y (рыс. 152). 
Знайдзіце плошчу чатырохвугольніка XL1K1Y.

Р а ш э н н е. LKML1K1M1 — правільная трох-
вугольная прызма і LK  = KM  = LM  = L1K1  = K1M1 = 
= L1M1  = LL1  = KK1  = MM1  = 1 м, таму LL1M1M і 
ММ1K1K — квадраты са стараной 1 м. 

Таму ML1  = MK1  =  2  м.

b
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ˀыс͘ ϭϱϯ

X  = ML1 Ç LM1 і Y  = KM1 Ç MK1, таму MX  = XL1 і K1Y  = YM.
MX  = XL1 і K1Y  = YM, таму XY — сярэдняя лінія  ML1K1.

XY — сярэдняя лінія  ML1K1, таму XY  = 
1
2

 L1K1   = 
1
2

 (м) і XY  | | L1K1.
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А д к а з: 
3 7
16

 м2.

Задача 4. На канце HX трохвугольнай піраміды 
HXYZ (рыс. 153) выбраны такі пункт S, што  
HS  : SX  =  2  :  5, і праз яго праведзена прамая q, па-
ралельная медыяне HP грані HYZ. Знайдзіце меды-
яну HP, улічыўшы, што даўжыня адрэзка прамой q, 
размешчанага ўнутры піраміды, роўная 35 см.

Р а ш э н н е. Паколькі пункты Х і Р ляжаць 
як у плоскасці НХР, так і ў плоскасці XYZ, то 
(НХР) Ç  (XYZ) = ХР. Пункт S прамой HX ляжыць 
у плоскасці НХР, бо НХ Ì (НХР).

Прамая q праходзіць праз пункт S плоскасці НХР паралельна прамой 
НР гэтай плоскасці, таму q Ì (НХР).

Паколькі прамыя q  | | НP, а прамыя НР і ХР перасякаюцца, то пера-
сякаюцца і прамыя q і ХР. Няхай q Ç ХР = Q.

 НХР   SXQ (SQ  | | HP), таму НР  : SQ  = НХ  : SX, 

НР  = SQ · НХ  : SX  =  SQ
HS SX

SX
⋅ +

  =  SQ
HS
SX

⋅ +





1   = 

35
2
5

1⋅ +




  =  49 (см).

А д к а з: 49 см.
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ˀыс͘ ϭϱϱ ˀыс͘ ϭϱϲ

Задача 5. Прамая l паралельная дыяганалі AC паралелаграма ABCD і 
не ляжыць у яго плоскасці. Дакажыце, што прамыя l і CD — скрыжава-
ныя, і знайдзіце вугал паміж імі, улічыўшы, што ∠ BAC  =  60°.

99. Пункты M і N — сярэдзіны кантаў PC і PD трохвугольнай піраміды 
PCDE, а пункты U і V — сярэдзіны адрэзкаў EM і EN (рыс. 155). 
Вызначце, ці з’яўляюцца паралельнымі прамыя MN і UV.

100. Дакажыце, што сярэдзіны старон прасторавага чатырохвугольніка 
(рыс. 156) з’яўляюцца вяршынямі паралелаграма.

101. Паралелаграм MNKL і трохвугольнік NAK не ляжаць у адной плос-
касці. Прамая a праходзіць праз пункт P прамой AK і паралельная 
прамой NK. Вызначце ўзаемнае размяшчэнне прамых a і ML.

102. Ёсць правільная чатырохвугольная піраміда PMNKL. На прамой 
PL выбраны пункт D, праз які праведзена прамая l, паралельная 
прамой LK. Вызначце ўзаемнае размяшчэнне прамых MN і l.

Р а ш э н н е. Няхай a — плоскасць, 
у якой ляжаць паралельныя прамыя l 
і AC. Тады a Ç  (ACD)  = AC (рыс. 154).

Паколькі C Î  a, а D Ï  a, то 
С  =  a Ç CD.

Прамыя l і CD — скрыжаваныя па 
тэарэме 5 (l Ì a, С  =  a Ç CD і C Ï  l).

l | | AC, таму вугал паміж l і CD 
роўны вуглу паміж AC і CD і роўны 
вуглу DCA (тэарэма 6).

ABCD — паралелаграм, таму
∠ DCA  =  ∠ ВАС  =  60°.

А д к а з: 60°.ˀыс͘ ϭϱϰa
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ˀыс͘ ϭϱϳ

103. Ёсць паралелаграм MNOP і трапецыя 
MNEK з асновай EK, прычым гэтыя ча ты-
рох вугольнікі не ляжаць у адной плоскасці.
а) Вызначце ўзаемнае размяшчэнне прамых 
OP і EK.
б) Знайдзіце перыметр трапецыі, улічыўшы, 
што ў яе можна ўмежыць акружнасць, а 
яе асновы MN і EK роўныя 45 см і 55 см 
адпаведна.

104. LKML1K1M1 — правільная трохвугольная 
прызма, даўжыня кожнага канта якой 
роў ная 2 м. Дыяганалі граняў LL1M1M і 
MM1K1K перасякаюцца адпаведна ў пунк-
тах X і Y (рыс. 157). Знайдзіце перыметр 
чатырохвугольніка XLKY.

105. Пункт P ляжыць на працягу канта NM 
паралелепіпеда LKMNL1K1M1N1. Знайдзіце 
адлегласць ад пункта N да пункта пера-
сячэння прамой M1P з плоскасцю LL1N, 
улічыўшы, што MM1  = 24 м, NM  = 12 м, 
PM  = 18 м.

106. Канец D адрэзка DF належыць плос кас-
ці a, праз другі яго канец F і яго пункт G 

ˀыс͘ ϭϱϴ

�

1

1

пра ведзены паралельныя прамыя, якія перасякаюць плоскасць a у 
пунктах F1 і G1 (рыс. 158). Знайдзіце даўжыню адрэзка GG1, улі-
чыў шы, што FF1  =  32 см і DG  : GF  =  3  :  5.

107. Вяршыні M і N трапецыі MNLK з ас но вамі NL і KM належаць 
плоскасці γ, а дзве іншыя вяршыні не належаць ёй. Знайдзіце ад-
легласць ад пункта M да пункта перасячэння прамой LK з плос-
касцю γ, улічыўшы, што MK  =  16 см, MN  =  9 см, NL  =  12 см.

108. Пункт E ёсць пункт адрэзка TR, які не перасякае плоскасць γ. 
Паралельныя прамыя, праведзеныя праз пункты T, R, E, перася-
каюць плоскасць γ у пунктах T1, R1, E1 адпаведна. Дакажыце, што 
пункты T1, R1, E1 ляжаць на адной прамой, і знайдзіце адрэзак 
EE1, улічыўшы, што TT1  =  27 см, RR1  =  15 см, TE : RE  =  1  :  3.

109. На адрэзку AB, канец A якога належыць плоскасці a, выбраны 
пункт C, і праз пункты B і C праведзены паралельныя прамыя, што 
перасякаюць плоскасць a у пунктах B1 і C1 адпаведна. Знайдзіце 
адрэзак CC1, улічыўшы, што:

а) пункт C — сярэдзіна адрэзка AB і BB1  =  14 см;
б) AC  : CB  =  3  :  2 і BB1  =  50 см.
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110. Пункты M, N, U, V — адпаведна сярэдзіны 
кантаў AC, AD, BD, BC трохвугольнай 
піраміды ABCD (рыс. 159). Знайдзіце перы-
метр чатырохвугольніка MNUV, улічыўшы, 
што AB  =  20 см, CD  =  30 см.

111. Пункты H, G, F, S — сярэдзіны кантаў MN, 
ML, LK, KN трохву гольнай піраміды MKLN 
(рыс. 160). Знайдзіце перыметр чатырох ву-
гольніка HGFS, улічыўшы, што LN  =  18 мм, 
MK  =  22 мм.

112. Пункт P выбраны на канце LL1 куба 
KLMNK1L1M1N1 (рыс. 161). Зрабіце такі ры-
сунак у сшытку і пабудуйце пункт перася-
чэння з плоскасцю M1N1M прамой q, якая 
праходзіць праз пункт P і паралельная пра-
мой NK1.

113. Праз вяршыні D і Q трохвугольніка PDQ са 
стараной PQ, роўнай 20 см, праведзена пло-
скасць a, якой не належыць вяршыня P. 
Улічыўшы, што прамая x паралельная пра-
мой PQ і перасякае старану PD у пункце C, 
што PC  : CD  =  2  :  3:
а) дакажыце, што прамая x перасякае плос-
касць a;
б) знайдзіце адлегласць ад пункта C да пункта 
перасячэння прамой x з плоскасцю a.

114. На канце GH трохвугольнай піраміды FGHK 
з роўнымі адзін аднаму кантамі выбраны такі 
пункт T, што HT  : TG  =  1 : 3, і праз яго пра-
ведзена прамая h, якая паралельная медыяне 
HM бакавой грані KHF і якая перасякае па-
верхню піраміды ў пункце R. Знайдзіце кант 
піраміды, улічыўшы, што TR  =  6 см.

ˀыс͘ ϭϲϬ

ˀыс͘ ϭϲϭ

ˀыс͘ ϭϱϵ

115. Праз пункт перасячэння медыян грані MNK трохвугольнай 
піраміды JMNK з роўнымі адзін аднаму кантамі праведзена пра-
мая b, паралельная прамой MJ, а на канце MJ пазначана яго 
сярэдзіна Z. Знайдзіце плошчу трохвугольніка NZJ, улічыўшы, 
што адрэзак прамой b, размешчаны ўнутры піраміды, роўны m.

116. Прамая m перасякае старану AB трохвугольніка ABC. Вызначце 
ўзаемнае размяшчэнне прамых m і BC, улічыўшы, што:
а) прамая m ляжыць у плоскасці ABC і не перасякае адрэзак AC;
б) прамая m не ляжыць у плоскасці ABC.

B
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117. Пункты M і N выбраны на скрыжаваных прамых a і b адпаведна. 
Праз прамую a і пункт N праведзена плоскасць a, а праз прамую b 
і пункт M — плоскасць b. Вызначце:
а) ці ляжыць прамая b у плоскасці a;
б) ці перасякаюцца плоскасці a і b, і калі яны перасякаюцца, то 
па якой прамой.

118. Дакажыце, што калі AB і CD — скрыжаваныя прамыя, то AD і 
BC — таксама скрыжаваныя прамыя.

119. Праз пункт M па-за прамой a праведзены дзве прамыя, якія з пра-
мой a не маюць агульных пунктаў. Дакажыце, што прынамсі адна 
з гэтых прамых і прамая a з’яўляюцца скрыжаванымі.

120. Прамая m перасякае прамую k і не перасякае прамую l, паралель-
ную прамой k. Дакажыце, што l і m — скрыжаваныя прамыя.

121. Прамыя XU і VT — паралельныя, а прамыя XY і VT — скрыжа-
ваныя. Знайдзіце вугал паміж прамымі XY і VT, улічыўшы, што:

а) ∠ YXU  =  40°;       б) ∠ YXU  =  135°;       в) ∠ YXU  =  90°.
122. Прамая l паралельная старане BC паралелаграма ABCD і не ля-

жыць у яго плоскасці. Дакажыце, што l і CD — скрыжаваныя пра-
мыя, і знайдзіце вугал паміж імі, улічыўшы, што адзін з вуглоў 
паралелаграма роўны:

а) 58°; б) 133°.
123. Прамая m паралельная дыяганалі FH ромба EFGH і не ляжыць у 

плоскасці ромба. Дакажыце скрыжаванасць прамых:

а) m і EG і знайдзіце вугал паміж імі;
б) m і EH і знайдзіце вугал паміж імі, улічыўшы, што ∠ EFG  = 128°.

124. Праз вяршыню P ромба PQRS праведзена прамая a, паралельная 
дыяганалі QS, а праз вяршыню R — прамая b, якая не ляжыць у 
плоскасці ромба. Дакажыце, што:

а) прамыя a і RS перасякаюцца;       б) a і b скры жоў ваюцца.

ˀыс͘ ϭϲϮ

A1

125. Стораны AB і CD прасторавага чатырох ву-
голь ніка ABCD роўныя. Дакажыце, што 
прамыя AB і CD утвараюць роўныя вуглы 
з прамой, што праходзіць праз сярэдзіну 
адрэзкаў BC і AD.

126*. Пункты P, Q, R, S — сярэдзіны кантаў AB, 
BB1, AD і дыяганалі B1D прамавугольнага 
паралелепіпеда ABCDA1B1C1D1, у аснове яко-
га ляжыць квадрат са стараной 1 м, а бака-
вы кант роўны 7 м (рыс. 162). Вызначце, у 
колькі разоў старана PQ чатырохвугольніка 
PQSR большая за яго старану QS.
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ˀыс͘ ϭϲϯ ˀыс͘ ϭϲϰ

§ 5. Узаемнае размяшчэнне прамой і плоскасці 
ў прасторы

А) У прасторы агульных пунктаў у прамой і плоскасці можа быць ні 
аднаго, адзін або больш за адзін.

Калі ў прамой і плоскасці агульных пунктаў больш за адзін, то, як 
сцвярджае аксіёма 2, сама прамая належыць плоскасці (рыс. 163).

Прамая і плоскасць могуць мець адзіны агульны пункт. Няхай a — 
пэўная плоскасць (рыс. 164). Выберам пункт A на плоскасці a і пункт M 
па-за плоскасцю a. Пункты A і M вызначаюць адзіную прамую l, якая не 
мае з плоскасцю a іншых агульных пунктаў, акрамя пункта A. Сапраўды, 
калі дапусціць адваротнае, то па аксіёме 2 прамая l будзе ляжаць у 
плоскасці a, а значыць, у гэтай плоскасці будзе ляжаць і пункт M, што 
супярэчыць выбару пункта.

Прамая і плоскасць

Не маюць агульных пунктаў

Маюць адзін 
агульны пункт — 

прамая і плоскасць 
перасякаюцца

Паралельныя

a

a

Маюць агульныя пункты

Маюць больш 
за адзін пункт — 
прамая належыць 

плоскасці

Прамая і плоскасць, якія маюць адзін агульны пункт, называюцца 
перасякальнымі.

Прамая і плоскасць могуць не мець агульных пунктаў. У гэтым 
выпадку гавораць, што прамая a паралельная плоскасці a, і пішуць 
a  | |  a. 
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ˀыс͘ ϭϲϱ

ˀыс͘ ϭϲϲ

b

a

b

Дакажам прымету паралельнасці прамой і плоскасці.

Т э а р э м а  7. Калі прамая, што не ляжыць у плоскасці, пара-
лельная якой-небудзь прамой плоскасці, то яна паралельная гэтай 
плоскасці.

Доказ. Няхай прамая a, паралельная плоска-
сці a, належыць плоскасці b, і прамая b — лінія 
перасячэння плоскасцей a і b (рыс. 166). Тады 
прамыя a і b абедзве ляжаць у плоскасці b і не пе-
расякаюцца, бо ў адваротным выпадку прамая a 
перасякала б плоскасць b. Значыць, прамыя a і 
b паралельныя.

Прыклад 1*. Дакажам, што праз кожную з 
дзвюх скрыжаваных прамых праходзіць адзіная 
плоскасць, паралельная другой прамой.

Няхай прамыя a і b — скрыжаваныя 
(рыс. 167). На прамой a выберам адвольна 
пункт U і праз яго правядзём прамую c, пара-
лельную прамой b. Прамыя a і c перасякаюцца, 
таму праз іх праходзіць адзіная плоскасць a. 
Плоскасць a паралельная прамой b, бо прамая b 
не ляжыць у плоскасці a і паралельная прамой c, 
што ляжыць у плоска сці a. ˀыс͘ ϭϲϳ

a

Доказ. Няхай прамая l паралельная пра-
мой k, што належыць плоскасці b, і l не нале-
жыць плоскасці b (рыс. 165). Трэба даказаць, што 
прамая l не мае агульных пунктаў з плоскасцю b. 
Дапусцім, што гэта не так, г. зн. што прамая l 
перасякае плоскасць b у пэўным пункце U. Гэты 
пункт не можа ляжаць на прамой k, бо k | | l. Тады 
па прымеце скрыжаванасці прамых атрымліваем, 
што прамыя k і l — скрыжаваныя.

А гэта супярэчыць таму, што прамыя k і l па-
ралельныя. Атрымалі, што прамая l і плоскасць b 
не могуць мець агульных пунктаў, г. зн. l | | b.

Б) Дакажам уласцівасць прамой, паралельнай плоскасці.

Т э а р э м а  8. Лінія перасячэння плоскасцей, з якіх адна праходзіць 
праз прамую, паралельную другой плоскасці, паралельная гэтай  
прамой.
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Задача 1. Аснова LM трапецыі KLMN роўная 48 см. Па-за плоскасцю 
трапецыі выбраны пункт O і адзначана сярэдзіна P адрэзка LO (рыс. 172). 
Пабудуйце пункт H перасячэння плоскасці KNP і адрэзка OM. Знайдзіце 
даўжыню адрэзка PH.

ˀыс͘ ϭϲϴ

ˀыс͘ ϭϲϵ

ˀыс͘ ϭϳϬ ˀыс͘ ϭϳϭ

1. Сфармулюйце прымету паралельнасці прамой і плоскасці.

2. Сфармулюйце ўласцівасць прамой, паралельнай плоскасці.

5. Пункты P і Q ляжаць у плоскасці a, а пункт R не ляжыць у ёй. Вы-
значце становішча прамой, якая праходзіць праз сярэдзіны адрэзкаў 
PR і QR (рыс. 170), і плоскасці a.

6. Па-за плоскасцю прамавугольніка UVXY выбраны пункт Z (рыс. 171). 
Вызначце ўзаемнае размяшчэнне прамой UV і плоскасці XYR.

3. Вызначце ўзаемнае размяшчэнне нацяг-
нутых тралейбусных або трамвайных 
правадоў і плоскасці зямлі (рыс. 168).

 Прывядзіце прыклады ўзаемнага раз-
мяшчэння прамой і плоскасці з нава-
кольнага асяроддзя.

4. Трохвугольнікі ABC і ABD ляжаць у роз-
ных плоскасцях (рыс. 169). Ці праўда, 
што любая прамая, паралельная прамой 
CD, перасякае гэтыя плоскасці?
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ˀыс͘ ϭϳϮ

ˀыс͘ ϭϳϯ

§ ϱ. ˄заемнае размя̸̹̾нне ̪рам̨̜ і ̨̪̣̭ка̶̭і ̲ ̪ра̭т̨р̼

Р а ш э н н е. M Ï LO, таму вызначана 
(LOM) (тэарэма 4).

KN  | | LM і LM Ì  (LOM), таму
KN  | |  (LOM) (тэарэма 7).

Р Î LO і LO Ì  (LOM), таму Р Î  (LOM).
Р Î  (LOM) і Р Î  (KPN), таму

(LOM) Ç  (KPN)  =  a і Р Î  a (аксіёма 3).
KN Ì  (KPN), KN  | |  (LOM), 

(LOM) Ç  (KPN)  =  a, таму a  | | KN  
(тэарэма 8).

a  | | KN і KN  | | LM, таму a  | | LM.
(LOM) Ç  (KPN) = a, таму a Ì  (LOM).
a  | | LM і a Ç OM  = H, таму H Î OM і H Î  a.
Р Î  a і H Î  a, таму a  = PH.
Р — сярэдзіна LO і PH  | | LM, таму PH — сярэдняя лінія  LOM.

LM  =  48 см і PH — сярэдняя лінія  LOM, таму PH  = 
1
2

LM.

PH  = 
1
2

LM і LM  =  48 см, таму PH  = 
1
2

•48  =  24 (см).

А д к а з: 24 см.

Задача 2. Пабудуйце сячэнне правільнай чатырохвугольнай піра-
міды FABCD плоскасцю a, якая праходзіць праз кант AB і пункт X на 
канце FC.

Р а ш э н н е. Вызначым, па якой лініі перасякае паверхню піраміды 
плоскасць a, якой належаць прамая AB і пункт X. 

АВ Ì  a і АВ Ì  (FAB), таму a Ç  (FAB)  = АВ (рыс. 173).
В Î  a  і В Î  (FBC), X Î  a і X Î  (FBC), таму a Ç  (FBC)  = BX.
X Î  a і X Î  (FCD), таму a Ç  (FCD)  =  a і X Î  a.
FABCD — правільная чатырохвугольная піраміда, таму ABCD — ква-

драт і AB | | CD.
AB | | CD і CD Ì  (FCD), таму AB | | (FCD) (тэарэма 7).
АВ Ì  a, AB | | (FCD) і a Ç  (FCD)  =  a, таму a | | АВ і a Ì  a (тэарэма 8).
a Ç  (FCD)  =  a і a Ç FD  = Y, таму Y Î  a і Y Î FD.
X Î  a і Y Î  a, таму a  = XY, XY | | AB, |XY| < |AB| .
Y Î FD і FD Ì  (FCD), таму Y Î  (FCD).
Y Î  a і a Ì  a, таму Y Î  a.
X Î  a і X Î  (FCD), Y Î  a і Y Î  (FCD), таму 

a Ç  (FCD)  = XY.
A Î  a і A Î  (FAD), Y Î  a і Y Î  (FAD), таму 

a Ç  (FAD)  = AY.
Атрымалі, што плоскасць a перасякае піраміду 

FABCD па трапецыі ABXY.
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Задача 3*. Пункты E, F, G — сярэдзіны кантаў LN, LK, MK трохву-
гольнай піраміды MNKL (рыс. 174).

а) Пабудуйце пункт H, у якім плоскасць EFG пе-
расякае кант MN.

б) Дакажыце, што адрэзкі EG і FH перасякаюцца 
і пунктам перасячэння дзеляцца папалам.

Р а ш э н н е. а) Пункты G і F — агульныя пункты 
плоскасцей EFG і MKL. Таму (EFG) Ç  (MKL)  = GF.

Плоскасць EFG мае з гранню NKL агульныя пунк-
ты Е і F. Таму (EFG) Ç  (NKL)  = EF.

Е і F — сярэдзіны кантаў LN і LK, значыць,  
ЕF — сярэдняя лінія ў  LNK і таму ЕF  | | NK і  

ЕF  = 
1
2
⋅NK.

ЕF  | | NK і NK Ì  (MKN), таму ЕF  | |  (MKN) (тэарэма 7).
EF Ì  (EFG) і ЕF  | | NK і (EFG) Ç  (MKN)  = GH, таму GH  | | NK.
Паколькі G — сярэдзіна канта МК і GH  | | NK, то GH — сярэдняя 

лінія ў  МNK, і таму GH =
1
2
⋅NK. Значыць, H — сярэдзіна канта MN. 

Шуканае сячэнне — чатырохвугольнік HEFG.

б) Паколькі EF  | | NK і GH  | | NK, ЕF  = 
1
2
⋅NK  і GH  = 

1
2
⋅NK, то 

HEFG — паралелаграм. Адрэзкі EG і FH — яго дыяганалі. Таму 

EG Ç FH  = V і V — сярэдзіна EG і FH.

127. Улічыўшы, што пункты Q, H, G — сярэдзіны дыяганалей SE1, 
S1R1, R1T адпаведных граняў куба SERTS1E1R1T1 (рыс. 175):
а) вызначце, ці паралельная прамая QH плоскасці SS1T1;
б) дакажыце, што прамая HG паралельная плоскасці E1ER.

128. Улічыўшы, што плоскасць a праходзіць праз аснову ST трапецыі 
SURT і не праходзіць праз вяршыню R, а пункт A ляжыць у 
плоскасці a (рыс. 176):

ˀыс͘ ϭϳϰ

ˀыс͘ ϭϳϱ ˀыс͘ ϭϳϲa
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ˀыс͘ ϭϳϳ ˀыс͘ ϭϳϴ ˀыс͘ ϭϳϵ

Q 

а) дакажыце, што сярэдняя лінія MN тра пе цыі паралельная плос-
ка сці a;
б) вызначце, ці паралельная плоскасці a ся рэд няя лінія BC 
трохвугольніка UAR.

129. Пункт D не ляжыць у плоскасці паралелаграма ABMN. Вызначце 
ўзаемнае размяшчэ нне прамой AB і плоскасці MDN.

130. Пункт A не ляжыць у плоскасці паралелаграма MNPQ, а пункт 
B — сярэдзіна адрэзка NA (рыс. 177). Дакажыце, што плоскасць 
MBQ перасякае прамую AP.

131. На канце DD1 куба DFGED1F1G1E1 выбраны пункт Q (рыс. 178). 
Зрабіце такі рысунак у сшытку і пабудуйце пункт перасячэння 
з паверхняй куба прамой c, якая праходзіць праз пункт Q і пара-
лельная прамой D1G.

132. Усе канты правільнай трохвугольнай прызмы XYZX1Y1Z1 роўныя 
адзін аднаму, а пункт S — сярэдзіна дыяганалі XZ1 грані XX1Z1Z 
(рыс. 179). Зрабіце такі рысунак у сшытку і:
а) пабудуйце пункт перасячэння з гранню XX1Y1Y прамой p, якая 
праходзіць праз пункт S і паралельная медыяне Z1T грані X1Y1Z1;
б) знайдзіце плошчу бакавой паверхні прыз мы, улічыўшы, што даў-
жы ня адрэзка прамой p, размешчанага ўнутры прызмы, роўная 10 см.

133. Усе канты трохвугольнай прызмы XYZX1Y1Z1 роў ныя паміж сабой, 
Q — пункт перасячэння медыян грані XYZ. Знайдзіце даўжыню 
размешчанага ўнутры прызмы адрэзка прамой, што праходзіць 
праз сярэдзіну адрэзка X1Q і паралельная прамой ZQ, улічыўшы, 
што плошча бакавой паверхні прызмы роўная S.

134. Улічыўшы, што пункты N і M — ся рэ дзі ны дыяганалей BC1 і BD ад-
паведных гра няў прамавугольнага паралелепіпеда BCDEB1C1D1E1:
а) дакажыце, што адрэзак MN паралельны плоскасці, у якой ля-
жыць грань CDD1C1;
б) знайдзіце даўжыню адрэзка MN, улі чыў шы, што BE  =  6 см, 
EE1 =  8 см.

§ ϱ. ˄заемнае размя̸̹̾нне ̪рам̨̜ і ̨̪̣̭ка̶̭і ̲ ̪ра̭т̨р̼
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138. Ёсць паралелепіпед PQRSP1Q1R1S1, на кан-
це SS1 якога выбраны пункт B (рыс. 180). 
Пабу дуй це сячэнне гэтага паралелепіпеда 
плоскасцю, што праходзіць праз пункты B, 
Q, P1.

139. На рысунку 181 паказана чатырохвуголь-
ная пі ра мі да, асновай якой з’яўляецца тра-
пецыя MNKL з асновамі KL і MN. Зрабіце 
такі рысунак у сшытку і пабудуйце сячэн-
не піраміды плоскасцю, якая праходзіць 
праз пункт B канта SL і прамую MN. Якой 
фігурай з’яўляецца сячэнне?

140. Ёсць прамая a, паралельная плоскасці a, і 
пункт T, прыналежны гэтай плоскасці. Да-
кажыце, што прамая, якая праходзіць праз 
пункт T і паралельная прамой a, ляжыць у 
плоскасці a.

141. Адна аснова трапецыі паралельная плос-
кас ці b, а вяршыня другой ляжыць у гэтай 
пло скасці. Дакажыце, што:
а) другая аснова трапецыі ляжыць у плос-
касці b;
б) сярэдняя лінія трапецыі паралельная 
плос касці b.

ˀыс͘ ϭϴϬ

ˀыс͘ ϭϴϭ

135. Пункт A — сярэдзіна канта PY трохвугольнай піраміды PXYZ, усе 
канты якой роўныя 4 3 . Пабудуйце пункт перасячэння з паверх-
няй піраміды прамой b, якая праходзіць праз пункт A і паралельная  
медыяне YR грані XYZ. Знайдзіце даўжыню адрэзка гэтай прамой, 
размешчанага ўнутры піраміды.

136. Праз пункт перасячэння медыян грані MPQ трохвугольнай 
піраміды MNPQ праведзена прамая, паралельная медыяне PA 
грані MNP. Знайдзіце даўжыню размешчанага ўнутры піраміды 
адрэзка гэтай прамой, улічыўшы, што PA  = m.

137. Усе канты правільнай чатырохвугольнай піраміды TPQUV роўныя 
паміж сабой, пункты B, C, D — сярэдзіны кантаў TP, TV, TU. Праз 
пункт B праведзена прамая p, паралельная прамой CD. Пабудуйце 
пункт A перасячэння прамой p з плоскасцю TQU і знайдзіце плош-
чу асновы піраміды, улічыўшы, што плошча чатырохвугольніка 
ABCD роўная S.

142. Дакажыце, што калі дадзеная прамая не ляжыць у перасякальных 
плоскасцях і паралельная лініі іх перасячэння, то яна паралель-
ная і гэтым плоскасцям.

Правообладатель Адукацыя і выхаванне



ϲϵ

143*. Пабудуйце сячэнне паралелепіпеда CDEFC1D1E1F1 плоскасцю, што 
праходзіць праз кант EE1 і пункт A, выбраны на канце CC1.

144. Пункты A, B, C — адпаведна сярэдзіны кантаў FE, GH, GK чаты-
рохвугольнай піраміды FGHEK, у аснове якой ляжыць паралела-
грам GHEK. Пабудуйце адрэзак, па якім плоскасць ABC перасякае 
дыяганальнае сячэнне FHK піраміды.

145. Старана RT трохвугольніка RST паралельная плоскасці γ, а сто-
раны RS і ST перасякаюцца з гэтай плоскасцю ў пунктах M і N. 
Дакажыце, што трохвугольнікі RST і MSN падобныя.

146. На адрэзку AB выбраны такі пункт C, што AB  : BC  =  4  :  3. Праз 
ка нец B адрэзка AB праведзена плоскасць  a. Паралельна гэтай 
плос касці пабудаваны адрэзак CD, роўны 24 см. Дакажыце, што 
прамая AD перасякае плоскасць a у пэўным пункце E, і знайдзіце 
адрэзак BE.

147. Пункты D і E на старанах AB і AC трохвугольніка ABC выбраны 

так, што DE  =  5 см і 
BD
DA

  = 
2
3

. Плоскасць, праведзеная праз пун-

кты B і C, паралельная адрэзку DE. Знайдзіце даўжыню адрэз-
ка BC.

148. Ёсць правільная трохвугольная піраміда MNPQ, даўжыня бакаво-
га канта якой роўная 6 см, а асновай з’яўляецца трохвугольнік са 
стараной 4 cм. Знайдзіце перыметр сячэння піраміды плоскасцю, 
якая паралельная NP і праходзіць праз сярэдзіну канта PQ, і ся-
рэднюю лінію трохвугольніка MNP.

149. Пункты A, B, C — адпаведна сярэдзіны кантаў LN, LK, MK трох-
вугольнай піраміды LMNK, усе канты якой роўныя адзін аднаму, 

а плошча грані роўная 16 3  см2. Знайдзіце перыметр сячэння гэ-
тай піраміды плоскасцю ABC.

ˀыс͘ ϭϴϮ

§ ϱ. ˄заемнае размя̸̹̾нне ̪рам̨̜ і ̨̪̣̭ка̶̭і ̲ ̪ра̭т̨р̼

150. На рысунку 182 паказана правільная трох-
вугольная піраміда IJKL. Чатырохвугольнік 
XYZT — сячэнне піраміды плоскасцю, якая 
праходзіць праз сярэдзіны X і Y кантаў JI 
і JL і паралельная медыяне JE грані JKL. 
Знайдзіце даўжыню адрэзкаў XY і ZT, улі-
чыў шы, што IK  =  48 см.

151. Пункт Q — сярэдзіна канта FA чатырох-
вугольнай піраміды FABCD, асновай якой 
з’яўляецца трапецыя ABCD з паралельнымі 
старанамі BC і AD. Знайдзіце адрэзак, па якім плоскасць QBC 
перасякае грань FAD, улічыўшы, што кант BC і сярэдняя лінія 
трапецыі адпаведна роўныя 30 см і 40 см.
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152. Старана асновы правільнай чатырохвугольнай піраміды роўная 
60 см, а бакавы кант — 78 см. Пабудуйце сячэнне піраміды пло-
скасцю, якая праходзіць праз сярэдзіны дзвюх супрацьлеглых 
старон асновы і паралельная якому-небудзь бакавому канту, і 
знайдзіце плошчу сячэння.

153*. Ёсць правільная чатырохвугольная піраміда FMNKL, бакавы кант  
якой у два разы большы за старану асновы, а плошча бакавой па-
верхні роўная S. Знайдзіце даўжыню размешчанага ўнутры пі ра-
мі ды адрэзка прамой, якая праходзіць праз пункт перасячэння 
дыяганалей асновы і паралельная медыяне FR грані FLK.

154*. Пункт A — сярэдзіна канта FK чатырохвугольнай піраміды 
FGHEK, у аснове якой ляжыць трапецыя GHEK, KG | | HE. Пабу-
дуйце пункт P, у якім плоскасць AEH перасякае прамую FG. Да-
кажыце, што адрэзкі PE і HA перасякаюцца і пунктам перасячэн-
ня дзеляцца папалам, улічыўшы, што сярэдняя лінія трапецыі 

GHEK роўная 
3
2

 HE.

§ 6. Узаемнае размяшчэнне плоскасцей у прасторы 
А) Дзве плоскасці або маюць агульны пункт, або не маюць яго. У пер-

шым выпадку ў адпаведнасці з аксіёмай 3 плоскасці маюць агульную 
прамую, г. зн. перасякаюцца па гэтай прамой (рыс. 183). У другім вы-
падку плоскасці не перасякаюцца (рыс. 184).

Плоскасці, якія не перасякаюцца, называюцца паралельнымі плос-
ка сцямі.

Уяўленне пра паралельныя плоскасці даюць паверхні столі і падлогі 
або паверхні супрацьлеглых сцен пакоя (рыс. 185). Наступная тэарэма 
дае прымету паралельнасці плоскасцей.

ˀыс͘ ϭϴϯ ˀыс͘ ϭϴϰ ˀыс͘ ϭϴϱ

Т э а р э м а  9. Плоскасць, якая праходзіць праз дзве перасякальныя 
прамыя, паралельныя другой плоскасці, паралельная гэтай самай 
плоскасці.
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ˀыс͘ ϭϴϲ

ˀыс͘ ϭϴϳ

§ ϲ. ˄заемнае размя̸̹̾нне ̨̪̣̭ка̶̭е̜ ̱ ̪ра̭т̨р̼

ˀыс͘ ϭϴϴ

Доказ. Няхай плоскасць a праходзіць праз 
перасякальныя прамыя m і n, якія абедзве пара-
лельныя плоскасці b (рыс. 186). Дакажам, што 
плоскасць a паралельная плоскасці b. 

Дапусцім, што плоскасць  a перасякае пло-
скасць b па пэўнай прамой a. Тады па тэарэме 8 
прамая a паралельная і прамой m, і прамой n. 
Значыць, па тэарэме 3 прамыя m і n паралель-
ныя адна адной. Але гэта супярэчыць умове пра 
іх перасякальнасць. З гэтага вынікае, што плос-
касць a паралельная плоскасці b.

Вынік 1. Калі дзве перасякальныя прамыя 
адной плоскасці адпаведна паралельныя дзвюм 
перасякальным прамым другой плоскасці, то 
такія плоскасці паралельныя.

Гэты вынік атрымліваецца з тэарэмы 9 з улікам 
прыметы паралельнасці прамой і плоскасці.

Вынік 2. Супрацьлеглыя грані паралелепіпеда паралельныя, г. зн.  
ляжаць у паралельных плоскасцях.

Напрыклад, грань AA1B1B паралелепіпеда ABCDA1B1C1D1 (рыс. 187) 
змяшчае прамыя AB і AA1, а грань DD1C1C — прамыя DC і DD1. Паколькі 
ABCD і A1B1C1D1 — паралелаграмы, то AB | | DC і AA 1 | | DD1, і, значыць, 
плоскасці AA1B1B і DD1C1C паралельныя.

Б) Дакажам уласцівасці паралельных плоскасцей.

Т э а р э м а  10. Лініі перасячэння дзвюх паралельных плоскасцей 
трэцяй плоскасцю паралельныя адна адной.

Доказ. Няхай плоскасць γ перасякае паралельныя плоскасці a і b па 
прамых a і b (рыс. 188). Дакажам, што прамыя a і b паралельныя.

Дапусцім, што гэта не так, г. зн. прамыя a і b 
маюць агульны пункт Q. Тады пункт Q належыць 
плоскасці a, бо прамая a належыць плоскасці a, 
пункт Q належыць і плоскасці b, бо прамая b нале-
жыць плоскасці b. Атрымліваецца, што плоскасці 
a і b маюць агульны пункт Q, але гэта немагчыма, 
бо па ўмове плоскасці a і b паралельныя.

Значыць, прамыя a і b не могуць мець агуль-
нага пункта. А паколькі яны ляжаць у адной 
плоскасці, менавіта плоскасці γ, то яны паралель-
ныя.

1
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ˀыс͘ ϭϴϵ

Прыклад 1. Паралелепіпед ABCDA1B1C1D1 перасечаны плоскасцю, што 
праходзіць праз сярэдзіны M, N, O яго кантаў DD1, AA1, A1B1 адпаведна. 
Вызначым, якая фігура атрымаецца ў сячэнні.

Плоскасць MNO перасякае грані AA1D1D і AA1B1B па адрэзках MN і 
NO (рыс. 189), пры гэтым MN | | A1D1, бо MN — сярэдняя лінія прама-
вугольніка AA1D1D (AN = A1N i DM = D1M).

Паколькі плоскасць MNO праходзіць праз пра-
мую MN, паралельную плоскасці A1B1C1D1, то лінія 
перасячэння гэтых плоскасцей — прамая OP — па-
ралельная MN. Чатырохвугольнік MNOP — шука-
нае сячэнне.

Улічым, што плоскасці граняў DD1C1C і AA1B1B 
паралельныя. З тэарэмы 10 вынікае, што прамыя 
NO і MP, па якіх плоскасці DD1C1C і AA1B1B пе-
расякае плоскасць MNO, паралельныя. А паколькі 
MN | | OP і NO | | MP, то чатырохвугольнік MNOP — 
паралелаграм.

Т э а р э м а  11. Праз дадзены пункт па-за гэтай плоскасцю праходзіць 
адзіная плоскасць, паралельная дадзенай.

Доказ. Няхай ёсць плоскасць a і пункт T па-за ёю (рыс. 190). У плос-
касці a правядзём якія-небудзь перасякальныя прамыя k і l, а праз пункт 
T — прамыя k1 і l1, паралельныя прамым k і l адпаведна. Плоскасць b, 
вызначаная прамымі k1 і l1, з улікам прыметы паралельнасці плоскасцей 
паралельная плоскасці a і праходзіць праз пункт T.

Дакажам адзінасць плоскасці b. Дапусцім, што ёсць яшчэ адна 
плос касць γ, якая праходзіць праз пункт T і паралельная плоскасці a 
(рыс. 191). Прамыя k1 і l1 абедзве не могуць належаць плоскасці γ, бо 
тады плоскасці b і γ супадалі б. Няхай k1 не належыць плоскасці γ. Праз 
пункт T і прамую k правядзём плоскасць δ. Яна перасякае плоскасць b 
па прамой k1, а плоскасць γ — па прамой k2, якія абедзве па тэарэме 10 
паралельныя прамой k.

Але такое немагчыма, бо на плоскасці праз дадзены пункт паралельна 
дадзенай прамой праходзіць адзіная прамая.

ˀыс͘ ϭϵϬ ˀыс͘ ϭϵϭ
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Вынік 3. Калі кожная з дзвюх дадзеных плоскасцей паралельная  
трэцяй плоскасці, то гэтыя дзве плоскасці паралельныя адна адной.

Калі прамая a перасякае плоскасць b, то яна перасякае і любую пло-
скасць, паралельную плоскасці b. Дакажыце самастойна.

Калі плоскасці a і b  паралельныя, і прамая l, якая праходзіць праз 
пункт A плоскасці b, паралельная плоскасці a, то прамая l ляжыць 
у плоскасці b. Дакажыце самастойна.

Сячэнне піраміды плоскасцю, паралельнай аснове, ёсць многа ву голь-
нік, падобны аснове. Дакажыце самастойна.

Т э а р э м а  12. Адрэзкі паралельных прамых, заключаныя паміж 
дзвюма паралельнымі плоскасцямі, роўныя адзін аднаму.

Доказ. Няхай паралельныя плоскасці a і b высякаюць з паралельных 
прамых k і l адрэзкі AB і CD (рыс. 192). Дакажам, што гэтыя адрэзкі роў ныя.

ˀыс͘ ϭϵϯ

ˀыс͘ ϭϵϮ

a

b

γ

§ ϲ. ˄заемнае размя̸̹̾нне ̨̪̣̭ка̶̭е̜ ̱ ̪ра̭т̨р̼

Плоскасць γ, якой належаць паралельныя 
прамыя k і l, перасякае пара лельныя плоскасці 
па паралельных прамых AC і BD. У выніку  
ат рым лі ваецца чатырохвугольнік ABDC, у якім 
супрацьлеглыя стораны пара лель ныя. Значыць, 
гэты чатырохвугольнік — паралелаграм, таму 
яго супрацьлеглыя стораны AB і CD роўныя.

Прыклад 2. Дакажам, што адрэзкі адволь-
ных прамых, заключаныя паміж трыма па ра-
лельнымі плоскасцямі, прапарцыянальныя.

Няхай паралельныя плоскасці a, b, γ выся-
каюць з прамой m адрэзкі AB і BC, а з пра-
мой n — адрэзкі DE і EF (рыс. 193). Дакажам, 

што 
AB
BC

  = 
DE
EF

.

Праз пункт A правядзём прамую, паралель-
ную прамой n, няхай яна перасякаецца з плос-
касцямі b і γ у пунктах G і H адпаведна. У трох-
вугольніку ACH адрэзак BG паралельны стара-

не CH. Таму 
AB
BC

  = 
AG
GH

.

Але AG  = DE і GH  = EF у адпаведнасці з 

тэарэмай 12. Значыць, 
AB
BC

  = 
DE
EF

.
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Паралельныя або перасякальныя прамыя вызначаюць адзіную пло-
скасць. Скрыжаваныя прамыя вызначаюць адзіную пару паралельных 
плоскасцей.

Прыклад 3. Дакажам, што праз скрыжаваныя прамыя можна правесці 
паралельныя плоскасці, прычым такая пара плоскасцей адзіная.

Няхай ёсць скрыжаваныя прамыя a і b (рыс. 194). Выберам адвольна 
на прамой a пункт X, на прамой b — пункт Y, і праз пункт X правядзём 
прамую b1, паралельную прамой b, а праз пункт Y — прамую a1, пара-
лельную прамой a. Перасякальныя прамыя a і b1, а таксама b і a1 вызна-
чаюць плоскасці a і b, якія з улікам прыметы паралельнасці плоскасцей 
з’яўляюцца паралельнымі.

Адзінасць шуканай пары плоскасцей даказваецца метадам ад адва-
ротнага, падобна да таго, як гэта было зроблена ў доказе тэарэмы 11. 
Правядзіце гэта разважанне самастойна.

На рысунку 195 плоскасці граняў STUV і S1T1U1V1 паралелепіпеда 
STUVS1T1U1V1 праходзяць праз скрыжаваныя прамыя TU і U1V1.

ˀыс͘ ϭϵϰ ˀыс͘ ϭϵϱ

1. Назавіце магчымыя выпадкі ўзаемнага размяшчэння дзвюх плоскасцей.

2. Якія плоскасці называюцца паралельнымі?

3. Сфармулюйце прымету паралельнасці плоскасцей.

4. Сфармулюйце сцверджанне пра лініі перасячэння дзвюх паралельных 
плоскасцей трэцяй плоскасцю.

5. Сфармулюйце сцверджанне пра адрэзкі, якія дзве паралельныя 
плоскасці высякаюць з паралельных прамых.

6. Сфармулюйце сцверджанне пра адрэзкі, якія тры паралельныя 
плоскасці высякаюць з адвольных прамых.

7. Сфармулюйце сцверджанне пра плоскасць, якая праходзіць праз да-
дзены пункт паралельна дадзенай плоскасці.
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8. Сфармулюйце сцверджанне пра плоскасці, 
якія паралельныя іншай плоскасці.

9. Сфармулюйце сцверджанне пра паралельныя 
плоскасці, што вызначае пара скрыжаваных 
прамых.

10. Пакажыце паралельныя плоскасці на прадме-
тах вашага класа.

11. Прамая m перасякае плоскасць a у пункце A. 
Ці існуе плоскасць, якая праходзіць праз пра-
мую m і паралельная плоскасці a?

12. Плоскасці a і b паралельныя, прамая m ляжыць у плоскасці a. 
Устанавіце, ці будзе прамая m паралельная плоскасці b.

13. Улічыўшы, што паралельныя адрэзкі T1T2, U1U2 і V1V2 заключаны 
паміж паралельнымі плоскасцямі a і b (рыс. 196):
а) вызначце від чатырохвугольнікаў T1U1U2T2, U1V1V2U2 і T1V1V2T2;
б) ці праўда, што  T1U1V1  =  T2U2V2.

Задача 1. Улічыўшы, што пункт Т не ляжыць у плоскасці трох ву-
голь ніка ABC з плошчай, роўнай 48 см2, а пункты М, N, Р — сярэдзіны 
адрэзкаў TA, ТВ, ТС (рыс. 197):

а) дакажыце, што плоскасці MNP і ABC паралельныя;
б) знайдзіце плошчу трохвугольніка MNP.

§ ϲ. ˄заемнае размя̸̹̾нне ̨̪̣̭ка̶̭е̜ ̱ ̪ра̭т̨р̼

ˀыс͘ ϭϵϳ

ˀыс͘ ϭϵϲ

Р а ш э н н е. а) Пункты М і N — сярэдзіны ад-

рэз каў TA і ТВ, таму MN  | | АВ і MN  = 
1
2

АВ.

Пункты М і Р — сярэдзіны адрэзкаў TA і ТС, 

таму MP  | | АC і MP  = 
1
2 АC.

MN  | | АВ і АВ Ì  (ABC), таму MN  | |  (ABC).
MP  | | АC і АC Ì  (ABC), таму MP  | |  (ABC).
MN Ç NP  = N, MN  | |  (ABC) і MP  | |  (ABC), таму 

(MNP)  | |  (ABC).
б) Паколькі MN і MP — сярэднія лініі ў  АТВ 

і  АТС адпаведна, то пункты N і P — сярэдзіны 
кантаў ТВ і ТС. Таму NP — сярэдняя лінія ў  ВТС.

 MNP і  АВС падобныя па трэцяй прымеце (MN : АВ = MP : АC =  

= NP  : ВС  = 1 : 2). Таму S
MN
AB

SMNP ABC= 





 ⋅ = ⋅ =

2
1
4

48 12  (см2).

А д к а з: 12 см2.

Правообладатель Адукацыя і выхаванне



ϳϲ ˀаздзе̣ 2. Паралельнасць прамы̵ і плоскасцей

Задача 2. Дакажыце, што ў паралелепіпедзе 
FGHIF1G1H1I1 (рыс. 198) плоскасць F1IG паралель-
ная плоскасці I1HG1.

Д о к а з. У чатырохвугольніку GII1G1 стораны 
GG1 і II1 паралельныя і роўныя. Таму GII1G1 — 
паралелаграм. Значыць, GI | | G1I1 і GI  | |  (G1I1Н).

У чатырохвугольніку HIF1G1 стораны HI і G1F1 
паралельныя і роўныя. Таму HIF1G1 — паралела-
грам. Значыць, IF1 | | HG1 і IF1 | | (G1I1Н).

Паколькі прамыя GI і IF1 абедзве паралельныя 
плоскасці G1I1Н, ляжаць у плоскасці GIF1 і пера-
сякаюцца, то (F1IG) | | (I1HG1) (тэарэма 9).

Задача 3. У паралелепіпедзе MNKLM1N1K1L1 
пункт R — сярэдзіна канта KK1 (рыс. 199). Пабу-
дуйце сячэнне паралелепіпеда плоскасцямі MM1K1 
і MLR і адрэзак, па якім перасякаюцца гэтыя 
сячэнні.

Р а ш э н н е. MNKLM1N1K1L1 — паралелепіпед, 
таму MM1  | | KK1 і MM1  = KK1. А паколькі 
MM1 Ì  (КММ1) і К Î  (КММ1), то KK1 Ì  (КММ1). 
Значыць, (ММ1K1) перасякае паралелепіпед 
MNKLM1N1K1L1 па паралелаграме ММ1K1K.

ˀыс͘ ϭϵϴ

ˀыс͘ ϭϵϵ

Грані LMM1L1 і NKK1N1 паралельныя. А паколькі NK  | | ML і 
NK Ì (NКК1), то (NКК1) Ç  (MLR)  = RР і RР  | | NK. 

NKRР і NKLM — паралелаграмы, таму RР  = KN  = ML.
Р — сярэдзіна канта NN1, бо R — сярэдзіна канта KK1 і RP  | | NK.
(MLR) перасякае паралелепіпед MNKLM1N1K1L1 па паралелаграме 

MLRP.
Пункты М і R належаць як плоскасці КММ1, так і плоскасці MLR. 

Таму (КММ1) Ç (MLR)  = МR.
А д к а з: (ММ1K1) Ç (MLR)  = MR.

155. Дзве стараны трохвугольніка паралельныя плоскасці  b. Вызначце, 
ці паралельная і трэцяя старана гэтага трохвугольніка плоскасці b.

156. Тры адрэзкі P1P2, Q1Q2 і R1R2, якія не ляжаць у адной плоскасці, 
маюць агульную сярэдзіну. Вызначце, ці паралельныя плоскасці 
P1Q1R1 і P2Q2R2.

157. MNKLM1N1K1L1 — чатырохвугольная прыз ма. Вызначце, ці ляжаць 
у паралельных плоскасцях асновы MNKL і M1N1K1L1 прызмы.
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159. Для праверкі гарызантальнасці ўстаноўкі 
дыска вугламерных інструментаў карыс-
таюцца дзвюма грунтвагамі, размешча ны-
мі ў плоскасці дыска на перасякальных 
прамых (рыс. 200). Чаму грунтвагі нель га 
размяшчаць на паралельных прамых?

160. Паралельныя плоскасці a і b перасякаюць 
старану CB вугла BCD у пунктах B1 і B2, а 
старану CD — у пунктах D1 і D2 адпавед-
на. Знай дзі це:

ˀыс͘ ϮϬϬ

а) CB2 і CD2, улічыўшы, што B2D2  = 3B1D1, B1B2  = 12 см, CD1  = 5 см;

б) B2D2 і CB2, улічыўшы, што B1D1  = 18 см, CB1  = 24 см, CB2  = 
3
2

 B1B2.

161. Тры прамыя, якія праходзяць праз адзін пункт і не ляжаць у 
адной плоскасці, перасякаюць адну з паралельных плоскасцей у 
пунктах I1, J1 і K1, а другую — у пунктах I2, J2 і K2. Дакажыце, 
што трохвугольнікі I1J1K1 і I2J2K2 падобныя.

162. Улічыўшы, што праз пункт перасячэння медыян грані JKL трохву-
гольнай піраміды IJKL праведзена плоскасць, паралельная грані IJK:
а) дакажыце, што сячэнне піраміды гэтай плоскасцю ёсць трох ву-
голь нік, падобны трохвугольніку IJK;
б) знайдзіце, як адносіцца плошча сячэння да плошчы трох ву голь-
ніка IJK.

163. Нарысуйце трохвугольную піраміду KLMN і:
а) пабудуйце яе сячэнне плоскасцю, якая праходзіць праз кант KL 
і сярэдзіну A канта MN;
б) дакажыце, што плоскасць, якая праходзіць праз сярэдзіны E, O 
і F адрэзкаў LM, MA і MK, паралельная плоскасці LKA;
в) знайдзіце плошчу трохвугольніка EOF, улічыўшы, што плошча 
трохвугольніка LKA роўная 24 см2.

164. Нарысуйце паралелепіпед ABCDA1B1C1D1 і пабудуйце яго сячэнне:
а) плоскасцю ABC1;         б) плоскасцю ACC1.
Дакажыце, што пабудаваныя сячэнні з’яўляюцца паралелаграмамі.

165. Нарысуйце паралелепіпед IJKLI1J1K1L1 і адзначце ўнутраны 
пункт M грані II1J1J. Пабудуйце сячэнне паралелепіпеда плоскас-
цю, што праходзіць праз пункт M паралельна:
а) плоскасці асновы IJKL;  б) грані JJ1K1K.

166. Нарысуйце паралелепіпед ABCDA1B1C1D1 і пабудуйце яго сячэнне 
плоскасцю, якое праходзіць праз:
а) кант CC1 і пункт перасячэння дыяганалей грані AA1D1D;
б) пункт перасячэння дыяганалей грані ABCD паралельна плоскасці 
AB1C1.

§ ϲ. ˄заемнае размя̸̹̾нне ̨̪̣̭ка̶̭е̜ ̱ ̪ра̭т̨р̼
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167. Нарысуйце паралелепіпед EFGHE1F1G1H1 і пабудуйце яго сячэнне 
плоскасцю, якое праходзіць праз пункты F1, H1 і сярэдзіну кан-
та GH. Дакажыце, што пабудаванае сячэнне — трапецыя.

168. Нарысуйце паралелепіпед EFGHE1F1G1H1 і пабудуйце яго сячэнне 
плоскасцю FKL, дзе K — сярэдзіна канта EE1, а L — сярэдзіна 
канта GG1. Дакажыце, што пабудаванае сячэнне — паралелаграм.

169. Улічыўшы, што дыяганалі NL і MK грані KLMN паралелепіпеда 
MNKLM1N1K1L1 перасякаюцца ў пункце Q, сярэдзінай кан та NN1 
з’яўляецца пункт R, а чаты рох вугольнік N1ALB ёсць сячэнне па ра-
ле лепіпеда плоскасцю, якая прахо дзіць праз пункт N1 і паралель-
ная плос кас ці MRK (рыс. 201):

ˀыс͘ ϮϬϭ

ˀыс͘ ϮϬϮ

а) вызначце, ці з’яўляецца пара ле ла грамам 
чатырохвугольнік N1ALB;
б) дакажыце, што прамыя RQ і N1L па ра-
лельныя.

170. Нарысуйце паралелепіпед OPQRO1P1Q1R1 
і пабудуйце яго сячэнне плоскасцю MNK, 
дзе пункты M, N і K ляжаць адпаведна на 
кантах:
а) PP1, OO1, OR; б) QQ1, OR, PP1.

171. Нарысуйце трохвугольную піраміду ABCD 
і адзначце пункт M на канце AB. Пабу-
дуйце сячэнне піраміды плоскасцю, якая 
праходзіць праз пункт M паралельна грані 
BDC.

172. Улічыўшы, што пункты I, J, K і L не ля-
жаць у адной плоскасці, а медыяны трох-
ву гольнікаў IJK і KJL перасякаюцца адпа-
ведна ў пунктах M1 і M2:
а) дакажыце, што адрэзкі IL і M1M2 
паралельныя;
б) знайдзіце M1M2, улічыўшы, што IL  = 12 см.

173. На кантах QA, QB і QC трохвугольнай піраміды QABC адзначаны 
такія пункты M, N, P, што QM : MA  = QN : NB  = QP : PC. Дака-
жыце, што плоскасці MNP і ABC паралельныя. Знайдзіце плошчу 
трохвугольніка MNP, улічыўшы, што плошча трохвугольніка ABC 
роўная 18 см2 і QM : MA  =  2  :  1.

174. Улічыўшы, што пункты B, P, R — сярэдзіны кан таў FG, FD, FH 
піраміды DFGH, адрэзак AB — медыяна трохвугольніка BPR, а 
пункт C належыць канту DG (рыс. 202):
а) дакажыце, што прамая AB паралельная плоскасці DGH;
б) вызначце, ці перасякаецца прамая HC з плоскасцю BPR.
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175. Нарысуйце паралелепіпед MNKLM1N1K1L1 і пазначце сярэдзіны A 
і B кантаў NN1 і LL1. Пабудуйце сячэнне паралелепіпеда плоскас-
цю, якая праходзіць праз пункт B і паралельная плоскасці MAK. 
Пабудуйце адрэзак, па якім гэта сячэнне перасякае дыяганальнае 
сячэнне NLL1N1.

176. На кантах N1K1, LK, MM1 паралелепіпеда MNKLM1N1K1L1 выбра-
ны пункты Q, T, R адпаведна. Пабудуйце сячэнне паралелепіпеда 
плоскасцю QTR.

177. Пункты Q, B і R ёсць адпаведна сярэдзіны кантаў SY, XX1 і S1T1 
паралелепіпеда STXYS1T1X1Y1. Пабудуйце сячэнне паралелепіпеда 
плоскасцю QBR.

178. Улічыўшы, што чатырохвугольнік EFGH — сячэнне паралелепіпеда 
STUVS1T1U1V1 плоскасцю, якая праходзіць праз пункт Q пера-
сячэння дыяганалей грані UVV1U1 і паралельная плоскасці TVV1 
(рыс. 203):
а) растлумачце, чаму прамыя FE і GH паралельныя;
б) вызначце, ці паралельныя прамыя GF і HE;
в) растлумачце, чаму прамая SS1 паралельная плоскасці сячэння.

179. Улічыўшы, што чатырохвугольнік LNAB — сячэнне паралелепіпеда 
KLMNK1L1M1N1 плоскасцю, якая праходзіць праз прамую LN і 

§ ϲ. ˄заемнае размя̸̹̾нне ̨̪̣̭ка̶̭е̜ ̱ ̪ра̭т̨р̼

ˀыс͘ ϮϬϯ

ˀыс͘ ϮϬϰ

сярэдзіну A канта N1K1 (рыс. 204), уста-
навіце, ці з’яўляецца трапецыяй чаты рох-
ву гольнік LNAB.

180. Нарысуйце паралелепіпед KLMNK1L1M1N1. 
Пабудуйце сячэнне паралелепіпеда пло-
скасцю, якая праходзіць праз пункт пе-
расячэння дыяганалей грані KLMN і па-
ралельная плоскасці MLK1. Дакажыце,  
што прамая LN1 паралельная плоскасці ся-
чэння.

181. Сячэнне трохвугольнай піраміды TXYZ, 
паралельнае плоскасці XYZ, дзеліць ба-
кавы кант у адносіне 1  :  3, калі лічыць 
ад вяр шы ні. Знайдзіце плошчу сячэння, 
улічыўшы, што плошча трох ву гольніка 
XYZ роўная q.

182. Сячэнне піраміды, паралельнае аснове, 
дзеліць ба кавы кант у ад но сіне 2  :  3, калі 
лічыць ад вяршыні. Знайдзіце плошчу 
сячэння, улі чыў шы, што яго плошча на 
336 см2 меншая за пло шчу асновы.
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183. Улічыўшы, што трохвугольнік PRQ — ся-
чэнне правільнай трохвугольнай піраміды 
HEFG плоскасцю, якая паралельная плос-
касці HFG і праходзіць праз такі пункт Q 
канта FE, што FQ  : QE  =  1  :  2 (рыс. 205):
а) дакажыце, што трохвугольнікі PRQ і GHF 
па добныя;
б) знайдзіце перыметр трохвугольніка PRQ, 
улі чыўшы, што старана асновы піраміды 
роў ная 30 см, а бакавы кант — 90 см.

184. Ёсць прамавугольны паралелепіпед 
CDEFC1D1E1F1 з квадратнай асновай CDEF, 
вымярэнні якога роўныя 10 см, 10 см і 
24 см. Пабудуйце сячэнне паралелепіпеда 
плоскасцю, якая праходзіць праз сярэдзіну 
канта CC1 і паралельная плоскасці CFE1, і 
знайдзіце яго перыметр.

185. Ёсць прамая чатырохвугольная прызма 
AJCDA1J1C1D1, асновай якой з’яўляецца 
ромб са стараной 18 см і вострым вуглом 
60°. Пабудуйце сячэнне прызмы плоскасцю, 
што праходзіць праз меншую дыяганаль 
J1D1 ромба і сярэдзіну канта AD. Знайдзіце 
перыметр сячэння, улічыўшы, што даўжыня 
бакавога канта прызмы роўная 40 см.

186. Усе канты прамой прызмы BDFB1D1F1 
роўныя адзін аднаму. Знай дзі це плошчу 
бакавой паверхні прызмы, улічыўшы, што 
плошча сячэння прызмы плоскасцю, якая 
праходзіць праз вяршыні B, D і сярэдзіну 
канта FF1, роўная S.

187. Плоскасць, якая паралельная плоскасці RHE 
і праходзіць праз такі пункт Q канта RF 
правільнай чатырохвугольнай піра мі ды 

ˀыс͘ ϮϬϱ

ˀыс͘ ϮϬϳ

ˀыс͘ ϮϬϲ

REFGH, што FQ  : QR  =  3  :  2, перасякае піра мі ду па чаты рох-
вугольніку QPAB (рыс. 206). Знайдзіце перыметр сячэння, улі чыў-
шы, што EH  =  30 см, ER  =  25 см.

188*. Пункты X і A ёсць адпаведна сярэдзіны кантаў MN і MP 
правільнай трохвугольнай піраміды PMNK, а трохвугольнікі ARK 
і PXY — паралельныя сячэнні, якія праходзяць праз прамыя KA 
і PX адпаведна (рыс. 207). Знайдзіце плошчу трохвугольніка PXY, 
улічыўшы, што плошча трохвугольніка ARK роўная S.
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189*. Бакавы кант чатырохвугольнай піраміды падзелены на тры 
долі, і праз пункты дзялення праведзены плоскасці, паралель-
ныя плоскасці асновы. Знайдзіце плошчы атрыманых сячэнняў, 
улічыўшы, што плошча асновы роўная S.

190*. Плошча сячэння піраміды плоскасцю a, якая праходзіць праз 
пункт на бакавым канце і па ралельная аснове, роўная 5 см2. Вы-
значце, у якой адносіне плоскасць a дзеліць бакавы кант піраміды, 
улічыўшы, што плошча асновы роў ная 80 см2.

191*. Пункт M дзеліць бакавы кант CX трохвугольнай піраміды CXYZ у 
адносіне 2  :  3, калі лічаць ад вяршыні. Трохвугольнік MBP ёсць 
сячэнне піраміды плоскасцю, якая праходзіць праз пункт M і па-
ралельная плоскасці XYZ. Знайдзіце плошчу бакавой паверхні 
піраміды CMBP, улічыўшы, што плошча бакавой паверхні 
піраміды CXYZ роўная q.

192*. Старана асновы і бакавы кант правільнай трохвугольнай піраміды 
адпаведна роўныя m і n. Праз пункт, які дзеліць бакавы кант у 
адносіне 1 : 3, калі лічаць ад вяршыні піраміды, праведзена ся-
чэнне, паралельнае бакавой грані. Знайдзіце яго плошчу.

193*. На канце M1L1 прамавугольнага паралелепіпеда MNKLM1N1K1L1 
выбраны такі пункт Q, што M1Q  : QL1  =  3  :  2. Пабудуйце сячэнне 
паралелепіпеда плоскасцю, якая праходзіць праз пункт Q і пара-
лельная плоскасці MN1K, і знайдзіце яго плошчу, улічыўшы, што 
плошча трохвугольніка MN1K роўная 200 см2.

Прасторавае мадэляванне
Пры адлюстраванні на плоскасці (на паперы) фігур, размешчаных у пра-

сторы, выкарыстоўваюць паралельнае праектаванне.
Няхай ёсць плоскасць b і прамая b, якая перасякае гэту плоскасць. 
Возьмем адвольны пункт A, правядзём праз яго прамую b1 так, што b1  | |  b 

(рыс. 208а). Прамая b1 перасякае плоскасць b у пэўным пункце A1. Пункт A1 
называецца праекцыяй на плоскасць b пункта A пры праектаванні паралельна 
прамой b. Плоскасць b — плоскасць праекцый, прамая b задае кірунак праек-
тавання.

§ ϲ. ˄заемнае размя̸̹̾нне ̨̪̣̭ка̶̭е̜ ̱ ̪ра̭т̨р̼

ˀыс͘ ϮϬϴ
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Дадатковыя заданні да раздзела 2

194. Паралелаграмы MNLK і MNXY не ляжаць у адной плоскасці. Да-
кажыце, што чатырохвугольнік KLXY з’яўляецца паралелаграмам.

195. Адрэзак PE — агульная медыяна трохвугольнікаў QPS і TPA, а 
пункты K, L, M, N — сярэдзіны адрэзкаў PS, PA, ET, EQ. Дака-
жыце, што прамыя KL і MN паралельныя.

196. Вызначце, ці можа кожная з дзвюх скрыжаваных прамых быць 
паралельнай трэцяй прамой.

197. Дакажыце, што прамая c, якая перасякае ў розных пунктах пра-
мыя a і b адной плоскасці, таксама ляжыць у гэтай плоскасці.

198. Дакажыце, што калі стораны AB і BC паралелаграма ABCD пера-
сякаюць плоскасць, то прамыя AD і DC таксама перасякаюць гэту 
плоскасць.

199. Сярэдняя лінія трапецыі ляжыць у плоскас ці b. Вызначце, якія 
стораны трапецыі перасякаюць плоскасць b.

200. Дакажыце, што калі тры плоскасці, якія не пераходзяць праз адну 
прамую, папарна перасякаюцца, то лініі іх перасячэння або пара-
лельныя, або маюць агульны пункт.

201. Нарысуйце паралелепіпед ABCDA1B1C1D1, пабудуйце яго сячэнні 
плоскасцямі ABC1 і DCB1, а таксама агульны адрэзак гэтых 
сячэнняў.

202. Прамая a паралельная плоскасці a. Вызначце, ці існуюць плоскасці, 
якія праходзяць праз прамую a і паралельныя плоскасці a, і калі 
існуюць, то колькі ёсць такіх плоскасцей?

203. Прамая a паралельная адной з дзвюх паралельных плоскасцей. 
Дакажыце, што прамая a або паралельная другой з гэтых плоскас-
цей, або ляжыць у ёй.

204. Па-за плоскасцю трапецыі ABCD з асновай AD выбраны пункт T. 
Дакажыце, што прамая AD паралельная плоскасці BTC.

ˀыс͘ ϮϬϵ

Паралельнай праекцыяй фігуры F называ-
юць мноства F1 праекцый усіх яе пунктаў на 
зададзеную плоскасць b (рыс. 208б). Фігура F1 
называецца паралельнай праекцыяй фігуры F.

Паралельнай праекцыяй рэальнай фігуры 
з’яўляецца яе цень, які падае на плоскую па-
верхню пры сонечным асвятленні, таму што со-
нечныя прамені можна лічыць паралельнымі 
(рыс. 209). 

Калі вы паглядзіце на свой цень на зямлі 
або на сцяне, то ўбачыце ўласную паралель-
ную праекцыю.
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205. Пункт D не ляжыць у плоскасці паралелаграма IJKL. Дакажыце, 
што прамая KL паралельная плоскасці IDJ.

206. Плоскасць a праходзіць праз сярэдзіну стараны AB трохвугольніка 
ABC паралельна старане BC. Дакажыце, што плоскасці a нале-
жыць сярэдзіна стараны AC.

207. Ёсць прамая a, паралельная плоскасці a, і пункт T, прыналеж-
ны гэтай плоскасці. Дакажыце, што прамая, якая праходзіць праз 
пункт T і паралельная прамой a, ляжыць у плоскасці a.

208. Дакажыце, што калі прамая a перасякае плоскасць b, то яна пера-
сякае і любую плоскасць, паралельную b.

209. Вызначце, якія многавугольнікі могуць атрымацца пры перасячэнні 
плоскасці і:
а) трохвугольнай прызмы; 
б) паралелепіпеда.   

210. Пункт A — сярэдзіна канта PY трохвугольнай піраміды PXYZ, усе 
канты якой роўныя a. Пабудуйце пункт перасячэння з паверхняй 
піраміды прамой b, якая праходзіць праз пункт A і паралельная 
медыяне YR грані XYZ. Знайдзіце даўжыню адрэзка гэтай прамой, 
размешчанага ўнутры піраміды.

211. Ёсць правільная чатырохвугольная піраміда FGHIJ з вуглом грані 
HFI пры вяршыні F, роўным 60°. Праз пэўны пункт Q канта GJ, 
праведзена сячэнне плоскасцю, паралельнай грані FJI. Знайдзіце 
перыметр гэтага сячэння, улічыўшы, што даўжыня яго дыяганалі 
роўная 14 см, а GQ = 6 см.

Праверце свае веды
1. Вызначце, якія многавугольнікі могуць атрымацца пры перасячэнні 

плоскасці і:

а) трохвугольнай піраміды; б) чатырохвугольнай піраміды.

2. Па-за плоскасцю трапецыі ABCD з асновай AD выбраны пункт T. Дака-
жыце, што прамая AD паралельная плоскасці BTC.

3. Пункт P ляжыць на працягу канта NM паралелепіпеда LKMNL1K1M1N1. 
Знайдзіце адлегласць ад пункта N да пункта перасячэння прамой M1P з пло-
скасцю LL1N, улічыўшы, што MM1  =  24 м, NM  =  12 м, PM  =  18 м.

4. Пункты N і M — сярэдзіны дыяганалей BC1 і BD адпаведных граняў 
прамавугольнага паралелепіпеда BCDEB1C1D1E1. Знайдзіце даўжыню адрэзка 
MN, улічыўшы, што BE  =  6 см, EE1  =  8 см.

5. Пункт A — сярэдзіна канта PY трохвугольнай піраміды PXYZ, усе кан-
ты якой роўныя 12 3. Пабудуйце пункт перасячэння з паверхняй піраміды 
прамой b, якая праходзіць праз пункт A і паралельная медыяне YR грані XYZ. 
Знайдзіце даўжыню адрэзка гэтай прамой, размешчанага ўнутры піраміды.

§ ϲ. ˄заемнае размя̸̹̾нне ̨̪̣̭ка̶̭е̜ ̱ ̪ра̭т̨р̼
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6. Вяршыні M і N трапецыі MNLK з асновамі NL і KM належаць плос-
касці γ, а дзве іншыя вяршыні не належаць ёй. Знайдзіце адлегласць ад 
пункта M да пункта перасячэння прамой LK з плоскасцю γ, улічыўшы, што 
MK  =  8 см, MN  =  5 см, NL  =  6 см.

7. Пункт E ёсць пункт адрэзка TR, які не перасякае плоскасць γ. Паралель-
ныя прамыя, праведзеныя праз пункты T, R, E, перасякаюць плоскасць γ у 
пунктах T1, R1, E1 адпаведна. Дакажыце, што пункты T1, R1, E1 ляжаць на ад-
ной прамой, і знайдзіце адрэзак EE1, улічыўшы, што TT1  = 16 см, RR1  = 10 см,  
TE  : RE  =  1  :  2.

8. На адрэзку AB выбраны такі пункт C, што AB : BC  =  4 : 3. Праз канец B 
адрэзка AB праведзена плоскасць a. Паралельна гэтай плоскасці пабудаваны 
адрэзак CD, роўны 24 см. Дакажыце, што прамая AD перасякае плоскасць a 
у пэўным пункце E, і знайдзіце адрэзак BE.

9. Ёсць прамая чатырохвугольная прызма AJCDA1J1C1D1, асновай якой 
з’яўляецца ромб са стараной 16 см і вострым вуглом 60°. Пабудуйце сячэн-
не прызмы плоскасцю, што праходзіць праз меншую дыяганаль J1D1 ромба і 
сярэдзіну канта AD. Знайдзіце перыметр сячэння, улічыўшы, што даўжыня 
бакавога канта прызмы роўная 20 см.

10. Пункты X, Y, Z ёсць адпаведна сярэдзіны кантаў OK, MK, MN 
правільнай трохвугольнай піраміды OMNK. Плошча сячэння плоскасцю, якая 
праходзіць праз прамую MX і паралельная прамой NK, роўная Q. Знайдзіце 
плошчу сячэння піраміды плоскасцю, якая праходзіць праз пункты Y і Z і 
паралельная прамой MX.
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§ 7. Перпендыкулярнасць прамой і плоскасці
А) Нагадаем, што перпендыкулярнымі называюць прамыя, ву-

гал паміж якімі роўны 90°. Перпендыкулярныя прамыя могуць быць 
перасякальнымі і могуць быць скрыжаванымі. На рысунку 210 перпен-

дыкулярныя прамыя a і p перасякаюцца, а перпенды-
кулярныя прамыя a і q скрыжоўваюцца.

Прамая называецца перпендыкулярнай плоскасці, 
калі яна перпендыкулярная любой прамой гэтай 
плоскасці.

Перпендыкулярнасць прамой a плоскасці a 
запісваюць так: a  ⊥  a. Гавораць таксама, што і пло-
скасць a перпендыкулярная прамой a, і пішуць a ⊥ a.

Прамая l, перпендыкулярная плоскасці b, абавяз-
кова гэту плоскасць перасякае. Калі дапусціць, што 
прамая l ляжыць у плоскасці b або паралельная ёй, 
то ў плоскасці b ёсць прамыя, паралельныя прамой l, 
і вугал паміж l і такімі прамымі не роўны 90°.

Навакольнае асяроддзе дае многа прыкладаў, што 
ілюструюць перпендыкулярнасць прамой і плос кас ці. 
Слупы з асвятляльнымі лямпамі і калоны ўста наў лі-
ваюць перпендыкулярна да гарызантальнай па верхні 
зямлі (рыс. 211).

З тэарэмы 6 параграфа 5 вынікае, што пры вы зна-
чэнні вугла паміж прамымі іх можна замяняць па-
ра лельнымі прамымі. Таму калі адна з паралельных 
прамых перпендыкулярная плоскасці, то і другая так-
сама перпендыкулярная гэтай плоскасці. Праўдзіцца і 
адваротнае сцверджанне.

ˀыс͘ ϮϭϬ

ˀыс͘ Ϯϭϭ

Т э а р э м а  1. Калі дзве прамыя перпендыкулярныя плоскасці, то 
яны паралельныя адна адной.

Доказ. Няхай прамыя x і y абедзве перпендыкулярныя плоскасці a 
(рыс. 212). Дакажам, што прамыя x і y паралельныя адна адной.

Праз які-небудзь пункт M прамой x правядзём 
прамую x1, паралельную прамой y. Тады x1  ⊥  a. 
Дакажам, што прамая x1 супадае з прамой x. Да-
пус цім, што гэта не так. Тады атрым ліваецца, 
што ў плоскасці b, зада дзенай прамымі x і x1,  
праз пункт М праведзены дзве прамыя, перпен-
дыкулярныя прамой a, па якой перасякаюцца 
плоскасці a і b, што немагчыма. Значыць, пра-
мыя x і y паралельныя.

ˀыс͘ ϮϭϮ

а)

б)
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Няхай ёсць плоскасць a і прамая l, якая 
яе перасякае і не перпендыкулярная a (рыс. 
213). Асновы перпендыкуляраў, апушча-
ных з пунктаў прамой l на плоскасць a, 
утвараюць прамую l1. Гэта прамая называ-
ецца праекцыяй прамой l на плоскасць a.

Наступная тэарэма ўстанаўлівае прыме-
ту перпендыкулярнасці прамой і плос касці.

ˀыс͘ Ϯϭϯ

ˀыс͘ Ϯϭϰ ˀыс͘ Ϯϭϱ

Т э а р э м а  2. Калі прамая перпендыкулярная дзвюм перасякаль-
ным прамым плоскасці, то яна перпендыкулярная гэтай плоскасці.

Доказ. Няхай прамая p перасякае плоскасць a у пункце O і перпен-
дыкулярная перасякальным прамым a і b, што ляжаць у плоскасці a 
(рыс. 214). Дакажам, што прамая p перпендыкулярная плоскасці a, г. зн. 
прамая p перпендыкулярная прамой m, адвольна выбранай у плоскасці a.

Правядзём праз пункт O прамыя a1, b1 і m1, адпаведна паралельныя 
прамым a, b і m. У плоскасці a правядзём якую-небудзь прамую так, 
каб яна перасякала прамыя a1, b1 і m1 у пунктах D, E, F (рыс. 215). На 
прамой p адзначым пункты X і Y на аднолькавых адлегласцях ад пун-
кта O. Прамыя a1 і b1 — пасярэднія перпендыкуляры да адрэзка XY, таму 
DX  = DY і EX  = EY. Значыць, трохвугольнікі XDE і YDE роўныя па трох 
старанах, а таму вуглы XEF і YEF роўныя. Улічыўшы гэта, атрымаем, 
што трохвугольнікі XEF і YEF роўныя па дзвюх старанах і вугле паміж 
імі. Таму FX  = FY. Гэта азначае, што трохвугольнік XFY з’яўляецца 
раўнабедраным, а таму яго медыяна FO з’яўляецца і вышынёй, г. зн. 
прамыя p і m1, а таксама прамыя p і m перпендыкулярныя.

Вынік 1. Калі прамая перпендыкулярная адной з паралельных пло-
скасцей, то яна перпендыкулярная і другой плоскасці.

Няхай плоскасці a і b паралельныя і прамая l перпендыкуляр-
ная плоскасці a (рыс. 216). Дакажам, што прамая l перпендыкулярная  

a
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плос касці b. Для доказу правядзём праз прамую 
l дзве якія-небудзь плоскасці γ1 і γ2. Няхай яны 
перасякаюць плоскасць a па прамых a1 і a2, а 
паралельную ёй плоскасць b — па прамых b1 і b2. 
Паколькі a1  | |  b1 і a2  | |  b2, l  ⊥ a1 і l  ⊥ a2, то l  ⊥  b1 
і l  ⊥  b2. Па тэарэме 2 атрымліваем, што l  ⊥  b.

Вынік 2. Калі адной прамой перпендыкуляр-
ныя дзве плоскасці, то яны паралельныя.

Правядзіце самастойна абгрунтаванне гэта-
га сцверджання, выкарыстаўшы рысунак 216.ˀыс͘ Ϯϭϲ

ˀыс͘ Ϯϭϳ ˀыс͘ Ϯϭϴ

ˀыс͘ Ϯϭϵ ˀыс͘ ϮϮϬ

У выпадку, калі пункт A ляжыць на прамой l (рыс. 218), праз пункт A 
правядзём прамыя m і n, перпендыкулярныя прамой l. Праз прамыя m 
і n правядзём плоскасць a. Гэтыя плоскасці і прамая l перпендыкулярныя 
па прымеце перпендыкулярнасці прамой і плоскасці.

Б) Т э а р э м а  3. Праз кожны пункт прасторы праходзіць адзіная 
плоскасць, перпендыкулярная дадзенай прамой.

Доказ. Няхай ёсць прамая l і пункт A. У выпадку, калі пункт A не 
ляжыць на прамой l (рыс. 217), у плоскасці, што вызначаецца пунктам A 
і прамой l, праз пункт A правядзём прамую m, перпендыкулярную пра-
мой l, і праз пункт B перасячэння прамых m і l — яшчэ адну прамую n, 
перпендыкулярную прамой l.

Правообладатель Адукацыя і выхаванне



ϴϵ

Дакажам цяпер, што пабудаваная плоскасць a адзіная. Дапусцім, 
што гэта не так. Няхай праз пункт A праведзены дзве плоскасці a1 і a2, 
перпендыкулярныя прамой l (рыс. 219 і 220). Праз прамую l і пункт A 
пра вядзём якую-небудзь плоскасць b. Яна перасякае плоскасці a1 і a2 па 
пэўных прамых p1 і p2, бо плоскасць b мае з плоскасцямі a1 і a2 агульны 
пункт A. Паколькі l  ⊥  a1 і l  ⊥  a2, то l  ⊥  p1 і l  ⊥  p2. Атрымліваецца, што 
ў плоскасці b праз пункт A праведзены дзве прамыя p1 і p2, перпендыку-
лярныя прамой l, што немагчыма.

Т э а р э м а  4. Праз кожны пункт прасторы праходзіць адзіная пра-
мая, перпендыкулярная дадзенай плоскасці.

Доказ. Няхай ёсць пункт A і плоскасць a. Няхай a — прамая ў 
плоскасці a, а b — плоскасць, якая праходзіць праз пункт A і перпен-
дыкулярная прамой a. Няхай плоскасці a і b перасякаюцца па прамой 
b (рыс. 221). У плоскасці b праз пункт A правядзём прамую l, перпен-
дыкулярную прамой b. Прамая l — шуканая, бо яна перпендыкулярная 
перасякальным прамым a і b: l  ⊥  b па пабудаванні; l  ⊥  a, бо a  ⊥  b і l 
належыць b.

Прамая l — адзіная. Дапусцім, што гэта не так. Няхай праз пункт A 
праходзіць яшчэ адна прамая l1, перпендыкулярная плоскасці a (рыс. 222 
і 223). Тады па тэарэме 1 прамыя l і l1 паралельныя адна адной. Але такое 
немагчыма, бо прамыя l і l1 перасякаюцца ў пункце A.

Вынік 3. Квадрат дыяганалі прамавугольнага паралелепіпеда роўны 
суме квадратаў трох яго вымярэнняў.

ˀыс͘ ϮϮϭ

ˀыс͘ ϮϮϮ ˀыс͘ ϮϮϯ

Няхай ABCDA1B1C1D1 — прамавугольны пара-
ле лепіпед (рыс. 224). Паколькі кант CC1 перпен-
дыкулярны плоскасці ABCD, то трохвугольнік 
ACC1 прамавугольны з прамым вуглом C. Таму 
AC1

2   = AC2 +  CC1
2 . А паколькі трохвугольнік ABC 

таксама прамавугольны з прамым вуглом B, то 
AC2  = AB2 + BC2. Улічыўшы, што CC1  = AA1 і 
BC  = AD, атрымліваем, што

AC1
2   = AB2 + BC2 +  CC1

2   = AB2 + AD2 +  AA1
2.

ˀыс͘ ϮϮϰ

§ ϳ. ʿер̪енд̼к̱̣ярна̶̭̽ ̪рам̨̜ і ̨̪̣̭ка̶̭і
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1. Якія прамыя прасторы называюцца перпендыкулярнымі? Ці могуць 
скрыжаваныя прамыя быць перпендыкулярнымі?

2. Якую прамую называюць перпендыкулярнай плоскасці?

3. Сфармулюйце ўласцівасць прамых, перпендыкулярных адной 
плоскасці.

4. Сфармулюйце прымету перпендыкулярнасці прамой і плоскасці.

5. Сфармулюйце ўласцівасць прамой, перпендыкулярнай да адной з па-
ралельных плоскасцей.

6. Сфармулюйце ўласцівасць плоскасцей, перпендыкулярных да адной 
прамой.

7. Сфармулюйце сцверджанне пра плоскасць, якая перпендыкулярная 
да дзенай прамой і праходзіць праз дадзены пункт.

8. Сфармулюйце сцверджанне аб прамой, якая перпендыкулярная да-
дзенай плоскасці і праходзіць праз дадзены пункт.

9. Назавіце ў сваім класе мадэлі прамых, перпендыкулярных плоскасці.

10. У правільнай трохвугольнай прызме выбіраюць грань. Колькі ёсць 
кантаў гэтай прызмы, перпендыкулярных выбранай грані?

11. Прамая FA перпендыкулярная плоскасці BCF, і пункт F — сярэдзіна 
адрэзка AD. Ці праўда, што:
а) AB  = DB;  
б) калі BF  = FC, то AB  = AC; 
в) калі AB  = DC, то BF  = FC?

12. Ёсць паралелепіпед ABCDA1B1C1D1. Ці праўда, што:
а) калі ∠ BAD  =  90°, то CD  ⊥ B1C1 і AB  ⊥ A1D1;
б) калі AB  ⊥ DD1, то AB  ⊥ CC1 і DD1  ⊥ A1B1?

Задача 1. Дакажыце, што калі канты PQ і PS, а таксама PR і PT 
чатырохвугольнай піраміды PQRST, асновай якой з’яўляецца паралела-
грам, роўныя адзін аднаму (рыс. 225), то адрэзак, які злучае вяршыню P 
з пунктам O перасячэння дыяганалей гэтага паралелаграма, перпендыку-
лярны аснове QRST.

Р а ш э н н е. QRST — паралелаграм і QS Ç RT  = О, таму OQ  = OS і 
OR  = OТ.

Паколькі  PQS раўнабедраны і OQ  = OS, то РО  ⊥ QS.
Паколькі  PRT раўнабедраны і OR  = OТ, то РО  ⊥ RT.
РО  ⊥ QS і QS Ì  (QRS), РО  ⊥ RT і RT Ì  (QRS), таму РО  ⊥  (QRS) (тэа-

рэма 2).
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ˀыс͘ ϮϮϱ ˀыс͘ ϮϮϲ

ˀыс͘ ϮϮϳ

ˀыс͘ ϮϮϴ

§ ϳ. ʿер̪енд̼к̱̣ярна̶̭̽ ̪рам̨̜ і ̨̪̣̭ка̶̭і

Выкарыстаўшы рысунак 226, дакажыце самастойна адваротнае 
сцверджан не: «Калі адрэзкі MA і МС, а таксама MB і MD злучаюць 
пункт М перпендыкуляра, узведзенага з цэнтра О паралелаграма ABCD, 
з супрацьлеглымі яго вяршынямі, то гэтыя адрэзкі папарна роўныя».

Задача 2. У правільнай трохвугольнай пірамідзе 
DABC пункт M — ся рэ дзіна BC (рыс. 227). Дака-
жыце, што прамая BC перпендыкулярная плос-
касці ADM.

Р а ш э н н е. DABC — правільная трохвугольная 
піраміда, таму  ABC — роўна ста рон ні і  DBC — 
раўнабедраны.

 ABC — роўнастаронні і М — сярэдзіна ВС, 
таму ВС  ⊥ AM.

 DBC — раўнабедраны і М — сярэдзіна ВС, 
таму ВС  ⊥ DM.

ВС  ⊥ AM і ВС  ⊥ DM, таму ВС  ⊥  (ADM).

Задача 3*. Дакажыце, што дыяганаль BD1 ку ба ABCDA1B1C1D1 пер-
пен дыкулярная плоскасці трох ву гольніка АВ1С (рыс. 228).

Р а ш э н н е. ABCD — квадрат, таму AC  ⊥ BD.
ABCDA1B1C1D1 — куб, таму AC  ⊥ BB1.
AC  ⊥ BD і AC  ⊥ BB1, таму AC  ⊥  (BB1D).
AC  ⊥  (BB1D) і BD1 Ì  (BB1D), таму AC  ⊥ BD1.
BB1C1C — квадрат, таму B1C  ⊥ BC1.
ABCDA1B1C1D1 — куб, таму AB  ⊥ B1C.
B1C  ⊥ BC1 і AB  ⊥ B1C, таму B1C  ⊥  (ABC1).
B1C  ⊥  (ABC1) і BD1 Ì  (ABC1), таму B1C  ⊥ BD1.
AC  ⊥ BD1 і B1C  ⊥ BD1, таму BD1  ⊥  (AB1C).

Выкарыстаўшы рысунак 228, устанавіце, у якім 
пункце прамая BD1 перасякае плоскасць АВ1С.

Правообладатель Адукацыя і выхаванне



ϵϮ ˀаздзе̣ ϯ. Перпендыкулярнасць прамы̵ і плоскасцей

ˀыс͘ ϮϮϵ

ˀыс͘ ϮϯϬ ˀыс͘ Ϯϯϭ ˀыс͘ ϮϯϮ

г) 232 прамая r перпендыкулярная перасякальным прамым p і q 
плоскасці a і прамая l паралельная прамой r.

ˀыс͘ Ϯϯϯ ˀыс͘ Ϯϯϰ

б) 230 перасякальныя прамыя c і d ляжаць у 
плоскасці a і прамая l перпендыкулярная ім 
абедзвюм;
в) 231 перасякальныя прамыя m і n ляжаць 
у плоскасці a і прамая l перпендыкулярная 
ім абедзвюм;

212. Вызначце, ці перпендыкулярная прамая l плоскасці a, улічыўшы, 
што на рысунку:
а) 229 паралельныя прамыя a і b ляжаць у плоскасці a і прамая l 
перпендыкулярная ім абедзвюм;

213. На кантах F1G1 і FF1 прамавугольнага пара ле ле піпеда EFGHE1F1G1H1 
выбраны пункты A і B (рыс. 233). Вызначце, ці перпендыкулярныя:  

а) прамая FG і плоскасць EE1F1;
б) прамыя AB і GH;
в) прамыя F1G і EF.

214. Пункты L, M і O ляжаць на прамой, перпендыкулярнай плос-
касці a, а пункты O, B, C і D ляжаць у гэтай плоскасці (рыс. 234). 
Вызначце, ці з’яўляецца прамым вугал:

а) LOB;       б) MOC;       в) DLM;        г) DOL;        д) BMO.

a
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215. Праз канцы P і Q адрэзка PQ, паралельнага 
плоскасці γ, праведзены прамыя, перпенды-
кулярныя гэтай плоскасці, якія перасяка-
юць яе ў пунктах P1 і Q1. Дакажыце, што 
PQ  = P1Q1.

216. На канце HE чатырохвугольнай піраміды 
REFGH, у якой бакавы кант FR перпен-
дыкулярны плоскасці асновы, выбраны 
пункт A і на адрэзках AF і AR адзначаны іх 
сярэдзіны B і C. Дакажыце, што прамая BC 
перпендыкулярная плоскасці асновы EFGH, 
і знайдзіце вугал паміж прамымі BC і GH.

217. Праз канцы M і N адрэзка, які перасякае 
плоскасць  γ у пункце A, праведзены пра-
мыя c і d. Гэтыя прамыя перпендыкулярныя 
плоскасці γ  і перасякаюць яе ў пунктах M1 
і N1 адпаведна (рыс. 235). Дакажыце, што 
пункты M1, N1 і A ляжаць на адной прамой, 
і знайдзіце адрэзак MN, улічыўшы, што 
MM1  = 24 см, NN1  = 8 см, AN1  = 6 см.

ˀыс͘ Ϯϯϱ

218. Праз пункты A і B праведзены прамыя, перпендыкулярныя плос-
касці a, якія перасякаюць яе ў пунктах C і D адпаведна. Знайдзіце 
ад лег ласць паміж пунктамі A і B, улічыўшы, што AC  =  9 м, 
BD  =  6 м, CD  =  7,2 м і адрэзак AB не перасякае плоскасць a.

219. Праз пункты A і B праведзены прамыя, перпендыкулярныя плос-
касці a, якія перасякаюць яе ў пунктах A1 і B1 адпаведна. Знайдзіце 
A1B1, улічыўшы, што AB  =  30 см, AA1  =  43 см, BB1  =  67 см.

220*. Праз вяршыню C правільнага трохвугольніка ABC са стараной  
16 3  см праведзена прамая k, перпендыкулярная плоскасці ABC,  
а праз артацэнтр O гэтага трохвугольніка — прамая l, паралельная 
прамой k. На прамых k і l выбраны пункты D і E, адлеглыя ад 
пунктаў C і O на 16 см і 12 см адпаведна. Знайдзіце адлегласць DE 
і адлегласці ад пунктаў D і E да вяршынь трохвугольніка.

221*. Праз цэнтр O сіметрыі квадрата са стараной a праведзена прамая l, 
перпендыкулярная плоскасці квадрата. Знайдзіце адлегласць ад 
вяршынь квадрата да пункта K прамой l, улі чыў шы, што OK  = d.

222. Ёсць прамавугольны трохвугольнік EFG з прамым вуглом F і 
катэтамі FE і FG, роўнымі 6 см і 8 см адпаведна. Ад вяршыні F 
на прамені, перпендыкулярным плоскасці трохвугольніка, адкла-
дзены адрэзак FA, роўны 12 см, а на гі па тэ нузе EG пазначана яе 
сярэдзіна M (рыс. 236). Знайдзіце радыус акружнасці, апісанай 
каля трохвугольніка AFM.

ˀыс͘ Ϯϯϲ
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225. На прамой, якая перпендыкулярная плоскасці a і перасякае яе 
ў пункце O, выбраны два пункты A і B, а на плоскасці a — такі 
пункт X, што XA  =  3, XB  =  4. Знайдзіце XO, улічыўшы, што:

а) AB  =  5; б) AB  =  6;        в) AB  =  7.

226*. Бакавы кант OY трохвугольнай піраміды OXYZ перпендыкулярны 
плоскасці яе асновы XYZ. Знайдзіце гэты кант, улічыўшы, што 
канты YX і YZ роўныя 27 см і 48 см адпаведна і канты OZ і OX 
адносяцца як 4 : 3.

227. Асновай прамавугольнага паралелепіпеда з’яўляецца прама ву голь-
нік з вымярэннямі 9 см і 12 см, а дыяганаль паралелепіпеда роўная 
15 2  см. Знайдзіце трэцяе вымярэнне паралелепіпеда.

228. Вуглы A і B трохвугольніка ABC разам складаюць 90°, а прамая 
BD перпендыкулярная плоскасці ABC. Дакажыце, што прамыя CD 
і AC перпендыкулярныя.

229. Прамая AM перпендыкулярная плоскасці квадрата ABCD, 
дыяганалі якога перасякаюцца ў пункце O. Дакажыце, што пра-
мая BD перпендыкулярная:

а) плоскасці AMO; б) прамой MO.

230. Канты AB і AC, а таксама DB і DC трохвугольнай піраміды ABCD 
роўныя, а пункт M — сярэдзіна канта BC. Дакажыце, што плос-
касць трохвугольніка ADM перпендыкулярная прамой BC.

231. Ёсць прамавугольны паралелепіпед CDEFC1D1E1F1, грань CDEF 
якога з’яўляецца квадратам. Знайдзіце плошчу бакавой паверхні 
чатырохвугольнай піраміды C1CDEF, улічыўшы, што CD  =  20 мм, 
CE1  =  20 6  мм.

232. Канты прамавугольнага паралелепіпеда роўныя 12 см, 16 см і 
28 см адпаведна. Вызначце плошчу сячэння, праведзенага праз 
канцы трох кантаў, што выходзяць з адной вяршыні.

ˀыс͘ Ϯϯϳ

223. На рысунку 237 прамыя OA, OB і OC папар-
на перпендыкулярныя. Знайдзіце адрэзак BC, 
улічыўшы, што:

а) OA  =  6 см, AB  =  14 см, OC  =  3 см;
б) AC  =  18 см, AB  =  32 см, OC  =  10 см;
в*) OA  =  p, AB  =  q, OC  =  r;
г*) AC  =  k, AB  =  l, OC  = m.

224. З вяршыні B трохвугольніка ABC праведзены 
адрэзак BD, перпендыкулярны плоскасці трох-
вугольніка. Знайдзіце даўжыню гэтага адрэзка, 
улічыўшы, што DA  =  13 см, DC  =  15 см, а ста-
рана BC даўжэйшая за старану BA на 4 см.
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233*. Вымярэнні AB, AD і дыяганаль AC1 прамавугольнага паралелепіпеда 
ABCDA1B1C1D1 роўныя 6, 12 і 18 адпаведна. Пункты K і K1 выбра-
ны на кантах AD і A1D1 так, што AK  : KD  = A1K1 : K1D1  =  1  :  3. 
Дакажыце, што плоскасць BKK1 перпендыкулярная прамой AC, і 
знайдзіце плошчу сячэння паралелепіпеда плоскасцю BKK1.

234. Праз цэнтр O апісанай каля трохвугольніка ABC акружнасці пра-
ведзена прамая, перпендыкулярная плоскасці трохвугольніка 
(рыс. 238). Дакажыце, што кожны пункт X гэтай прамой роўна-
ад лег лы ад вяршынь трохвугольніка.

235. Дакажыце, што ўсе прамыя, якія праходзяць праз дадзены 
пункт M прамой a і перпендыкулярныя да яе, ляжаць у плоскасці, 
якая перпендыкулярная да прамой a і праходзіць праз пункт M.

236. Дакажыце, што калі пункт X роўнаадлеглы ад канцоў дадзенага 
адрэзка AB, то ён ляжыць у плоскасці, якая праходзіць праз сярэ-
дзіну адрэзка AB і перпендыкулярная прамой AB.

237. Праз вяршыні A і B трохвугольніка ABC праведзены прамыя k і 
l, перпендыкулярныя яго плоскасці, а праз медыяну CD — плос-
касць, якая перасякае прамыя k і l у пунктах E і F адпаведна 
(рыс. 239). Вызначце:

§ ϳ. ʿер̪енд̼к̱̣ярна̶̭̽ ̪рам̨̜ і ̨̪̣̭ка̶̭і

ˀыс͘ Ϯϯϴ

ˀыс͘ Ϯϯϵ

а) чым з’яўляецца адрэзак CD у трохвуголь-
ніку CEF;
б) што калі CA  = CB, то трохвугольнік CEF 
з’яўляецца раўна бед ра ным.

238. На прамой, якая перпендыкулярная плоскас-
ці трохвугольніка PQR і праходзіць праз 
вяршыню P, выбраны пункт A. На адрэз-
ку, што злучае сярэдзіну стараны QR з 
пунктам A, адзначаны такі пункт T, што 
AT : TP  =  2  :  1. Улічыўшы, што G — цэнтр 
цяжару трохвугольніка PQR, вызначце вугал 
паміж прамымі:

а) GT і QR;         б) GT і PQ.

239. Пункт Q з’яўляецца цэнтрам квадратнай ас-
новы ABCD, а пункт K — сярэдзінай кан-
та PA чатырохвугольнай піраміды PABCD, усе 
канты якой роўныя 100. Нарысуйце сячэнне 
піраміды і знайдзіце яго плошчу, улічыўшы, 
што плоскасць сячэння праходзіць праз 
пункт K і перпендыкулярная прамой:

а) AC;           в) PQ;     

б) PA;           г) BD.
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240. Усе грані трохвугольнай піраміды IJKL — правільныя трох ву-
гольнікі са стараной 6 см. Пабудуйце сячэнне гэтай піраміды пло-
скасцю, якая праходзіць праз сярэдзіну канта KL і перпендыку-
лярная яму, і знайдзіце плошчу гэтага сячэння.

241. Пункт Q — сярэдзіна канта KK1 прамавугольнага паралелепіпеда 
KLMNK1L1M1N1, пункт H канта MM1 такі, што MH  : HM1  =  4 : 1. 
Знайдзіце даўжыню адрэзка HQ, улічыўшы, што дыяганаль 
паралелепіпеда роўная 41 см, а дыяганаль яго асновы — 9 см.

242*. Асновай трохвугольнай піраміды SXYZ з’яўляецца правільны трох-
вугольнік, а канты SZ, SX, SY узаемна перпендыкулярныя. Праз 
пункт Q, выбраны на канце XZ, праведзена плоскасць, перпенды-
кулярная прамой SZ. Знайдзіце кант SX піраміды, улічыўшы, што 
плошча сячэння роўная 32 см2, а SQ  =  17 см.

243*. Ёсць трохвугольная піраміда QABC, аснова якой — правільны 
трохвугольнік ABC, а бакавыя канты QA, QB, QC роўныя адзін ад-
наму. З вяршыні C і з такога пункта X канта AC, што AX  =  45 см і 
XC  =  30 см, праведзены перпендыкуляры да грані QAB. Знайдзіце 
даўжыні гэтых перпендыкуляраў, улічыўшы, што адлегласць 
паміж іх асновамі роўная 18 см.

244*. Ёсць правільная трохвугольная прызма MNKM1N1K1. Пункты A і 
B — сярэдзіны кантаў MK і KK1 адпаведна. Праз гэтыя пункты 
праведзены прамыя, якія перпендыкулярныя грані MM1N1N і пе-
расякаюць яе ў пунктах P і Q адпаведна. Знайдзіце старану асновы 
і бакавы кант прызмы, улічыўшы, што AB  =  2 61  см, а PQ  =  13 см.

245*. У трохвугольнай пірамідзе QFGH аснова FGH — правільны трох-
вугольнік, а бакавыя канты QF, QG, QH роўныя адзін аднаму. 
Адно сячэнне піраміды перпендыкулярнае канту QH і праходзіць 
праз вяршыню F, другое — паралельнае канту QH і змяшчае вяр-
шыню G і такі пункт B канта FH, што FB  =  8 см і BH  =  7 см. 
Знайдзіце адрэзак, па якім перасякаюцца гэтыя сячэнні, улічыўшы, 
што QF  =  12 см.

246*. Ёсць трохвугольная піраміда PABC, усе канты якой роўныя адзін 
аднаму. У ёй пазначаны цэнтр Q яе асновы ABC і ўнутраны пункт K 
канта PB. Зрабіце адпаведны рысунак у сшытку і нарысуйце ся-
чэнне піраміды плоскасцю, якая праходзіць праз пункт K і пер-
пендыкулярная прамой:

а) BC;         б) BP;        в) BQ.

247*. Пункт K — сярэдзіна канта A1B1 адзінкавага куба ABCDA1B1C1D1. 
Нарысуйце сячэнне куба і знайдзіце яго перыметр і плошчу, 
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улічыў шы, што плоскасць праходзіць праз пункт K і перпендыку-
лярная прамой:

а) DD1;        б) CD;        в) C1D;        г) CD1;        д) BD.

Прасторавае мадэляванне
Пры выкананні задання на вызначэнне ве р-

ты каль насці слупа для плота (рыс. 240) вучань 
праверыў вертыкальнасць першага са слупоў, а да-
лей, вымераўшы вышыні першага і другога слупоў 
і адлегласць паміж імі знізу і зверху, зрабіў вывад 
пра тое, што і другі слуп таксама вертыкальны. Вы-
значце, ці забяспечваюць атрыманыя вучнем звесткі 
праўдзівасць яго вываду. Адказ абгрунтуйце.

§ ϴ. ʤд̣е̣̐а̶̭і

ˀыс͘ ϮϰϬ

§ 8. Адлегласці
А) Няхай ёсць плоскасць a і пункт M па-за ёю (рыс. 241). Праз 

пункт M правядзём прамую l, перпендыкулярную плоскасці a, і ня-
хай A — пункт перасячэння прамой l з плоскас-
цю a. Адрэзак MA называецца перпендыкуля-
рам да плоскасці, праведзеным з пункта M, а 
пункт A — асновай перпендыкуляра.

Злучым пункт M яшчэ з якім-небудзь пун-
ктам B плоскасці a. Адрэзак MB называецца 
нахіленай да плоскасці, праведзенай з пункта M, 
а пункт B — асновай нахіленай. Адрэзак AB на-
зываецца праекцыяй нахіленай на плоскасць a.

Уласцівасці перпендыкуляра і нахіленых
Калі з аднаго пункта па-за плоскасцю да яе 

праведзены дзве нахіленыя (рыс. 242), то:
а) нахіленыя, якія маюць роўныя праекцыі, 

роўныя адна адной;
б) тая нахіленая большая, праекцыя якой 

боль шая;
в) роўныя нахіленыя маюць роўныя праекцыі;
г) большая нахіленая мае большую праекцыю.
Уласцівасці перпендыкуляраў і нахіленых да-

кажыце самастойна, вы ка рыс тоўваючы малюнак.

ˀыс͘ Ϯϰϭ

ˀыс͘ ϮϰϮ
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Доказ. Няхай адрэзак AB на рысунку 243 — пер-
пендыкуляр, а адрэзак AC — нахіленая да плоскасці a. 
Гэтыя перпендыкуляр і нахіленая ў прамавугольным 
трохвугольніку ABC з’яўляюцца адпаведна катэтам і 
гіпа тэ нузай. Таму AB < AC.

У адпаведнасці са сцверджаннем тэарэмы 5, з усіх 
адлегласцей ад да дзенага пункта да розных пунктаў 
прыведзенай плоскасці найменшай з’яўляецца адлег-
ласць, вымераная па перпендыкуляры.

Б) Адлегласцю ад пункта да плоскасці называец-
ца даўжыня перпендыкуляра, праведзенага з гэтага 
пункта да плоскасці. 

Калі мы гаворым, напрыклад, што вулічны ліхтар 
знаходзіцца на вышыні 8 м ад зямлі, то мяркуем, 
што адлег ласць ад ліхтара да паверхні зямлі, выме-
раная па перпендыкуляры, праведзеным ад ліхтара 
да плоскасці зямлі, складае 8 м (рыс. 244).

ˀыс͘ Ϯϰϯ

ˀыс͘ Ϯϰϰ

Т э а р э м а  6. Адлегласць ад любога пункта адной з паралельных 
плоскасцей да другой плоскасці адна і тая і роўная даўжыні іх агуль-
нага перпендыкуляра.

Доказ. Няхай ёсць паралельныя плоскасці a і b (рыс. 245). Няхай A — 
які-небудзь пункт плоскасці a, адрэзак AA1 — перпендыкуляр, праведзе-
ны з пункта A да плоскасці b. Возьмем адвольны пункт X плоскасці a і 
правядзём з яго перпендыкуляр XX1 да плоскасці b. Тады па тэарэме 1 
прамыя AA1 і XX1 паралельныя, а па тэарэме 12 з параграфа 6 адрэзкі 
AA1 і XX1 роўныя адзін аднаму. Гэта азначае, што адлегласць ад любога 
пункта X плоскасці a да плоскасці b роўная адрэзку AA1. Паколькі адрэ-
зак AA1 перпендыкулярны і плоскасці b, то ён з'яўляецца і адлегласцю ад 
пункта A1 да плоскасці a. Зразумела, што адлегласць ад любога пункта Y 
плоскасці b да плоскасці a роўная адрэзку AA1.

ˀыс͘ Ϯϰϱ ˀыс͘ Ϯϰϲ

Т э а р э м а  5. Перпендыкуляр да плоскасці, праведзены з пэўнага 
пункта, меншы за любую нахіленую да гэтай плоскасці, праведзеную 
з таго самага пункта.
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Адлегласцю паміж паралельнымі плоскасцямі называецца даўжыня 
перпендыкуляра, праведзенага з якога-небудзь пункта адной плоскасці 
да другой плоскасці.

Усе пункты адной сцяны пакоя знаходзяцца на аднолькавай адлегласці 
ад супрацьлеглай сцяны (рыс. 246). Гэта адлегласць і ёсць шырыня пакоя.

Т э а р э м а  7. Адлегласць ад любога пункта прамой, паралельнай 
плоскасці, да гэтай плоскасці адна і тая і роўная перпендыкуляру, 
праведзенаму з якога-небудзь пункта прамой да плоскасці.

Выкарыстаўшы рысунак 247, правядзіце доказ тэарэмы самастойна.
Адлегласцю паміж прамой і паралельнай ёй плоскасцю называецца 

даўжыня перпендыкуляра, праведзенага з якога-небудзь пункта прамой 
да плоскасці.

Усе пункты краю стала знаходзяцца на адной адлегласці ад падлогі 
(рыс. 248). Гэта адлегласць і ёсць вышыня стала.

ˀыс͘ Ϯϰϳ ˀыс͘ Ϯϰϴ

Т э а р э м а  8. Дзве скрыжаваныя прамыя маюць адзіны агульны 
перпендыкуляр.

Доказ. Няхай ёсць скрыжаваныя прамыя a і b (рыс. 249). Дакажам, 
што на гэтых прамых можна выбраць такія пункты A і B, што прамая AB 
перпендыкулярная і прамой a, і прамой b.

Няхай a — плоскасць, якая праходзіць праз прамую b паралельна 
прамой a. Возьмем на прамой a пункт X і апусцім перпендыкуляр XY на 
плос касць a. Няхай b — плоскасць, што пра-
хо дзіць праз перасякальныя прамыя a і XY. 
Абазначым a1 — прамую, па якой перасяка-
юцца плоскасці a і b. Паколькі a1  ½½ a, то пра-
мыя a1 і b перасякаюцца ў пэўным пункце B. 
У плоскасці b апусцім перпендыкуляр BA на 
прамую a. Прамыя AB і XY ляжаць у адной 
плоскасці b і перпендыкулярныя да прамой a. 
Таму AB  ½½ XY і AB  ⊥  a і, значыць, AB  ⊥  a і 
AB  ⊥  b. ˀыс͘ Ϯϰϵ
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Гэтым самым існаванне агульнага перпен-
дыкуляра скрыжаваных прамых абгрунтавана. 
Дакажам цяпер яго адзінасць.

Няхай скрыжаваныя прамыя a і b маюць 
яшчэ адзін агульны перпендыкуляр A1B1, пры-
чым пункт A1 належыць прамой a, а пункт B1 — 
прамой b (рыс. 250).

Пункты A і A1, B і B1 супадаць не могуць, 
бо з аднаго пункта да прамой можна правесці 
толькі адзін перпендыкуляр. Паколькі A1B1 ⊥ a і 

A1B1 ⊥ b, то прамая A1B1, як і прамая AB, перпендыкулярная плоскасці a, 
што праходзіць праз прамую b паралельна прамой a. Таму A1B1  ½½ AB 
і пункты A1, B1, A, B належаць адной плоскасці. Значыць, і прамыя AA1 
і BB1 належаць адной плоскасці. Атрымалі супярэчнасць з тым, што гэ-
тыя прамыя скрыжоўваюцца.

Адлегласцю паміж скрыжаванымі прамымі называецца даўжыня іх 
агульнага перпендыкуляра.

З доказу тэарэмы 8 вынікае, што адлегласць паміж скрыжаванымі 
пра мы мі роўная адлегласці ад любога пункта адной з іх да плоскасці, 
што змяшчае другую прамую і паралельная першай.

Каб знайсці адлегласць паміж скрыжаванымі прамымі, можна дзей-
ні чаць па-рознаму.

а) Можна пабудаваць адрэзак з канцамі на гэтых прамых, які пер-
пендыкулярны ім абедзвюм, і знайсці яго даўжыню.

Прыклад 1. Знойдзем адлегласць паміж прамымі, якія змяшчаюць 
кант куба даўжынёй a і дыяганаль грані, якая з гэтым кантам не мае 
агульных пунктаў.

Р а ш э н н е. Няхай трэба знайсці адлегласць паміж прамымі AB 
і A1C1 (рыс. 251). Паколькі AA1  ⊥  AB і AA1  ⊥  A1C1, то AA1 — агульны 
 перпендыкуляр скрыжаваных прамых AB і A1C1, а таму шуканая адле-
гласць роўная канту куба, г. зн. a.

б) Можна пабудаваць плоскасць, якая змя шчае адну з прамых і па-
ралельная другой. Тады шуканая адлегласць будзе роўнай адлег ласці ад 
гэтай плоскасці да другой прамой.

Прыклад 2. У правільнай чатырохвугольнай пірамідзе SABCD кан-
ты асновы ABCD роўныя 4, а бакавыя канты — 6. Знойдзем адлегласць 
паміж прамымі BD і AM, дзе M — сярэдзіна канта SC.

Р а ш э н н е. Няхай O — цэнтр квадрата ABCD. Праз прамую BD пра-
вядзём плоскасць BDN, паралельную прамой АM (рыс. 252). Паколькі 
плос касць SAC перпендыкулярная прамой BD і змяшчае прамую AM, 
то перпендыкуляр, апушчаны з любога пункта прамой AM на плоскасць 
BDN, належыць плоскасці SAC.

ˀыс͘ ϮϱϬ
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Няхай К — такі пункт на прамой AM, што КО  ⊥  AM. Улічыўшы, 
што O — сярэдзіна стараны AC трохвугольніка ACM, атрымліваем, што 
OK роўны палавіне вышыні трохвугольніка ACM, праведзенай да стараны 

AM. Таму OK  =  1
2

2
⋅

S
AM

ACM   =  S
AM
SAC

2
. Знойдзем плошчу трохвугольніка SAC 

і яго медыяну AM: 

AC =  4 2, SO =  SA AO2 2-  =  6 2 22
2

−( )   =  2 7 , 

SSAC  =  2 2 2 7⋅   =  4 14,  AM  = 
1
2
⋅ + −2 2 2 2( )AS AC SC   =   

=  1
2
⋅ +( ) −2 36 32 36   =  5. Цяпер OK  =  2 14

5
.

А д к а з: 2 14
5

.

в) Можна пабудаваць дзве паралельныя плоскасці, кожная з якіх 
змяшчае адну са скрыжаваных прамых і паралельная другой. Тады шу-
каная адлегласць будзе роўнай адлегласці паміж гэтымі плоскасцямі.

Прыклад 3. Знойдзем адлегласць паміж прамымі, якія змяшчаюць 
неперасякальныя дыяганалі дзвюх сумежных граняў куба з кантам a.

Р а ш э н н е. Няхай трэба знайсці адлегласць паміж прамымі AB1 і A1C1 
(рыс. 253). Плоскасць, што змяшчае A1C1 і паралельная AB1, перасякае 

ˀыс͘ Ϯϱϭ ˀыс͘ ϮϱϮ

ˀыс͘ Ϯϱϯ

грань CC1D1 па прамой, паралельнай AB1, г. зн. 
па прамой C1D, а грань DAA1 — па прамой DA1. 
Разважаючы гэтаксама, атрымліваем, што плос-
касць, якая змяшчае AB1 і паралельная A1C1,  
перасякае грань ABCD па прамой AC, а грань 
BCC1 — па прамой B1C.

Дыяганаль BD1 куба як прамая плоскасці 
BB1D1D утварае прамы вугал з прамымі AC і 
A1C1, якія перпендыкулярныя гэтай плоскасці, 
а як прамая плоскасці BAD1C1 утварае прамы  
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вугал з прамымі В1С і A1D, якія перпендыкулярныя гэ-
тай плоскасці. Таму прамая BD1 перпендыкулярная як 
плоскасці AB1C, так і паралельнай ёй плоскасці A1C1D.

Плоскасць BDD1 перасякаецца з плоскасцямі AB1C 
і A1C1D па прамых B1O і DO1, дзе O і O1 — цэнтры 
граняў ABCD і A1B1C1D1 (рыс. 254), прамая BD1 пера-
сякае плоскасці AB1C і A1C1D у пунктах K і N на пра-
мых B1O і DO1. Паколькі B1O  ½½ DO1, то па тэарэме 

ˀыс͘ Ϯϱϰ

ˀыс͘ Ϯϱϱ

Фалеса BK  = KN і KN  = ND1. Таму агульны перпендыкуляр KN плос-

касцей AB1C і A1C1D мае даўжыню 
BD1

3
, г. зн. 

a 3
3

.

А д к а з: 
a 3

3
.

Дыяганаль куба дзеліцца плоскасцю трохвугольніка, старанамі якога 
служаць дыяганалі граняў куба, што маюць з разгляданай дыяганал-
лю куба агульны пункт, у адносіне 1  :  2.

г) Можна пабудаваць плоскасць, перпендыкулярную адной са скры-
жаваных прамых, і пабудаваць праекцыю на яе другой прамой. Тады 
шуканая адлегласць будзе роўнай даўжыні перпендыкуляра, апушчана-
га з пункта, што з’яўляецца праекцыяй першай прамой на пабудаваную 
плоскасць, на праекцыю другой прамой.

Прыклад 4. У чатырохвугольнай пірамідзе QABCD усе канты роўныя a. 
Знойдзем адлегласць паміж скрыжаванымі кантамі AB і QC (рыс. 255).

Р а ш э н н е. З тэарэмы 8 вынікае, што на прамых AB і QC ёсць такія 
пункты X і Y, што прамая XY перпендыкулярная як прамой AB, так і 
прамой QC, і, разам з гэтым, плоскасці, якая праходзіць праз адну з гэ-
тых прамых паралельна другой.

Няхай a — плоскасць, якая праходзіць праз пункт Q перпендыкулярна 
прамой AB. Яна праходзіць праз сярэдзіны M і N кантаў AB і CD. Тады 
XY  ½½  a, і праекцыяй адрэзка XY на плоскасць a будзе адрэзак, роўны XY.

Вызначым, у якія пункты спраектуюцца пункты 
X і Y. Паколькі AB ⊥ a, то ўся прамая AB праектуец-
ца ў адзін пункт M. Значыць, пункт X праектуецца 
ў пункт M.

Паколькі пункты Q і C праектуюцца ў пункты 
Q і N адпаведна, то прамая QC праектуецца ў пра-
мую QN. Улічым таксама, што прамая QN належыць 
плоскасці, паралельнай прамой AB. Таму шуканая 
праекцыя адрэзка XY ёсць перпендыкуляр да пра-
мой QN, праведзены з пункта M.
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Даўжыню d гэтага перпендыкуляра знойдзем, выкарыстаўшы плошчу 
раўнабедранага трохвугольніка QMN з асновай, роўнай a, і бакавымі ста-

ра намі, роўнымі 
a 3

2
. Атрымаем 

a
2
  ⋅ 

a 2
2

  = 
1
2

a 3
2

  ⋅ d, адкуль d  = 
a 6

3
.

А д к а з: 
a 6

3
.

1. Які адрэзак называецца перпендыкулярам да плоскасці? Які пункт на-
зываецца асновай перпендыкуляра?

2. Які адрэзак называецца нахіленай да плоскасці? Які пункт называец-
ца асновай нахіленай?

3. Сфармулюйце сцверджанне пра параўнанне даўжынь перпендыкуляра 
і нахіленай да плоскасці, праведзеных з аднаго пункта.

4. Што называецца адлегласцю ад пункта да плоскасці?

5. Сфармулюйце сцверджанне пра адлегласць ад любога пункта адной з 
паралельных плоскасцей да другой плоскасці.

6. Што называецца адлегласцю паміж паралельнымі плоскасцямі?

7. Сфармулюйце сцверджанне пра адлегласць да плоскасці ад любога 
пункта прамой, паралельнай гэтай плоскасці.

8. Што называецца адлегласцю паміж прамой і паралельнай ёй плос-
касцю?

9. Сфармулюйце сцверджанне пра агульны перпендыкуляр дзвюх скры-
жаваных прамых.

10. Што называецца адлегласцю паміж скрыжаванымі прамымі?

11. Патлумачце, у чым адрозненне:

а) перпендыкуляра да плоскасці і прамой, перпендыкулярнай плоскасці;
б) нахіленай да плоскасці і прамой, што перасякае плоскасць.

12. Ёсць прамавугольны паралелепіпед PQRSP1Q1R1S1 
(гл. рыс. 256). На за ві це праекцыю прамой:

а) PQ на плоскасць SS1R; 
б) PQ на плоскасць QQ1R1; 
в) PQ1 на плоскасць PQR.

13. Ёсць прамавугольны паралелепіпед PQRSP1Q1R1S1 
(гл. рыс. 256). На за ві це адрэзак, даўжыня якога 
выражае адлегласць паміж пунктам P і прамой:
а) RS;           в) RR1;        

б) P1S1;         г) Q1R1. ˀыс͘ Ϯϱϲ
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Задача 1. Пункт M адлеглы на 40 см ад кожнай вяршыні правільнага 
трохвугольніка ABC са стараной 60 см. Знайдзіце адлегласць ад пункта 
M да плоскасці ABC.

Р а ш э н н е. MD ⊥ (ABC) і ABC — пра вільны трохвугольнік, таму D — 
цэнтр акружнасці, апісанай каля трохву голь ніка ABC, і AD — яе радыус 
(рыс. 257).

AD
AB

= = =
3

60

3
20 3 (см).

MD  ⊥  (ABC), таму  ADM — прама ву гольны.

Тады

         MD AM AD= − = −( ) =2 2 2
2

40 20 3  20 (см).

А д к а з: 20 см.

ˀыс͘ Ϯϱϳ ˀыс͘ Ϯϱϴ

Задача 2. З вяршыні А раўнабедранага трохвугольніка ABC з асно-
вай BC узведзены перпендыкуляр AM, і пункт М злучаны з ся рэ  дзі най D 
гэтай асновы (рыс. 258). Дакажыце, што прамыя MD і ВС пер пен ды ку-
ляр ныя.

Р а ш э н н е. AM — перпендыкуляр да плос касці ABC, таму АВ і AC — 
праекцыі нахіленых MB і МС на (ABC).

ABC — раўнабедраны трохвугольнік з асновай ВС, таму АВ  = AC.
АВ і AC — праекцыі нахіленых MB і МС на (ABC) і АВ  = AC, таму 

MB  = МС.
MB  = МС і D — сярэдзіна ВС, таму MD  ⊥ ВС.

248. З пункта A да плоскасці a праведзены чатыры роўныя нахіленыя 
AX, AY, AZ, AT. Ці будуць пункты X, Y, Z, T належаць адной 
акружнасці, цэнтрам якой з’яўляецца праекцыя O пункта A на 
плоскасць a?
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249. З аднаго пункта праведзены да плоскасці перпендыкуляр і нахі ле-
ная, вугал паміж якімі роўны b. Знайдзіце:
а) нахіленую і яе праекцыю на гэту плоскасць, калі перпендыкуляр 
роўны d;
б) перпендыкуляр і праекцыю нахіленай, улічыўшы, што нахіленая 
роўная m.

250. Пункт K належыць прамой p, якая праходзіць праз вяршыню A 
пра мавугольніка ABCD і перпендыкулярная да яго плоскасці. Улі-
чыўшы, што KD  =  6 см, KB  =  7 см, KC  =  9 см, знайдзіце адлег-
ласць:
а) ад пункта K да плоскасці прамавугольніка ABCD;
б*) паміж прамымі AK і CD.

251. З пункта да плоскасці праведзены дзве нахіленыя даўжынямі 2 м 
кожная. Знайдзіце адлегласць ад пункта да плоскасці, улічыўшы, 
што нахіленыя ўтвараюць вугал у 60°, а іх праекцыі перпендыку-
лярныя.

252. Даўжыня перпендыкуляра PQ з пункта P да плоскасці роўная 1, 
а даўжыні нахіленых PA і PB да гэтай самай плоскасці роўныя 2. 
Пункт C — сярэдзіна адрэзка AB. Знайдзіце QC, улічыўшы, што:
а)  ∠ APB  =  90°; б) ∠ APB  =  b.

253. З пункта да плоскасці праведзены дзве нахіленыя даўжынямі 
10 см і 17 см, праекцыі якіх адрозніваюцца на 9 см. Знайдзіце 
гэтыя праекцыі.

254. З пункта да плоскасці праведзены дзве нахіленыя. Знайдзіце даў-
жы ні нахіленых, улічыўшы, што:

ˀыс͘ Ϯϱϵ

а) адна з іх на 14 см большая за другую, а 
праекцыі нахіленых роў ныя 16 см і 40 см;
б) нахіленыя адносяцца як 1 : 2, а праекцыі 
нахіленых роўныя 10 см і 70 см.

255. З вяршыні B тупога вугла паралелаграма 
ABCD да яго плоскасці ўзведзены перпен-
дыкуляр BH. Знайдзіце стораны парале-
лаграма, улічыўшы, што AH  =  5 см, 
HD  = HC  =  8,5 см, AC  =  1,5 33  см.

256. З вяршыні B квадрата ABCD да яго плоскасці ўзведзены перпен-
дыкуляр QB. Знайдзіце плошчу трохвугольніка QAD, улічыўшы, 
што QB  =  24 см, AB  =  18 см.

257*. Стораны AB, AC, BC трохвугольніка ABC адпаведна роўныя 13, 12 і 
5, а адрэзак BD перпендыкулярны плоскасці гэтага трохвугольніка 
(рыс. 259). Дакажыце, што прамыя CD і AC перпендыкулярныя.

Правообладатель Адукацыя і выхаванне



ϭϬϲ ˀаздзе̣ ϯ. Перпендыкулярнасць прамы̵ і плоскасцей

258. Ёсць прамавугольны паралелепіпед PQRSP1Q1R1S1 (рыс. 260). На-
за ві це адрэзкі, даўжыні якіх вы ра жаюць адлегласць паміж пара-
лель ны мі плоскасцямі:
а) PQRS і P1Q1R1S1;  в) PP1S1S і QQ1R1R.
б) PP1Q1Q і SS1R1R;  

259. Ёсць прамавугольны паралелепіпед PQRSP1Q1R1S1 (гл. рыс. 260). 
Наза віце адрэз кі, даўжыні якіх вы ра жаюць адлегласць паміж 
пара лель нымі прамой і плоскасцю:
а) PQ і P1Q1R1S1;  в) PR і P1Q1R1S1.
б) PQ1 і SS1R1R; 

260*. Ёсць прамавугольны паралелепіпед PQRSP1Q1R1S1 (гл. рыс. 260). 
На за віце адрэз кі, даўжыні якіх вы ра жаюць адлегласць паміж 
скры жа ва нымі прамымі:
а) PQ і SS1; б) PQ1 і SS1;  в) PR і P1S1.

261*. У правільнай шасцівугольнай прызме ABCDEFA1B1C1D1E1F1 усе канты 
роўныя a. Знайдзіце адлегласці паміж прамой AB (рыс. 261) і прамой:
а) B1C1;       б) B1D1;       в) A1D1;       г) C1D1;       д) F1E1;       е) D1F1.

262. Канцы адрэзка даўжынёй 100 см належаць паралельным плоскас-
цям, адлеглым на 80 см. Знайдзіце праекцыі адрэзка на кожную 
плоскасць.

263. Ёсць дзве паралельныя плоскасці. З двух пунк таў адной з іх пра-
ведзены нахіленыя да другой плоскасці даўжынямі 37 см і 125 см, 
прычым праекцыя першай нахіленай на адну з плоскасцей роўная 
12 см. Знайдзіце праекцыю другой нахіленай.

264. Адрэзак AD даўжынёй 12 см перпендыкулярны плоскасці раўна-
бед ранага трохвугольніка ABC з асновай BC і бакавой стараной, 
роў нымі 6 см і 5 см адпаведна. Вызначце, на якіх адлегласцях ад 
пра мой BC знаходзяцца канцы адрэзка AD.

265*. У правільнай шасцівугольнай прызме ABCDEFA1B1C1D1E1F1 усе кан ты 
роўныя a. Знайдзіце адлегласці паміж прамой BC1 (рыс. 262) і прамой:

а) A1D1;       б) F1E1;       в) A1F1;       г) A1D;       д) F1E;        е) A1F.

ˀыс͘ Ϯϲϭ ˀыс͘ ϮϲϮˀыс͘ ϮϲϬ
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266*. Кант куба ABCDA1B1C1D1 роўны a. Знайдзіце адлегласць паміж 
пра мы мі:

а) AB1 і CD1; б) AC і BB1;  в) A1D і C1A.

267. Праз вяршыню A трохвугольніка ABC паралельна прамой BC пра-
ведзена плоскасць γ, і з пунктаў B і C на плоскасць  γ апушчаны 
перпендыкуляры BB1 і CC1. Знайдзіце плошчу трохвугольніка 
ABC, улічыўшы, што ∠ B1AC1  =  90°, AB1  =  12 см, AC  =  5 2  см, а 
адлег ласць паміж прамой BC і плоскасцю γ роўная 5 см.

268. На плоскасці δ праведзены дзве паралельныя прамыя MN і KL, 
адлеглыя на a, а па-за плоскасцю δ выбраны пункт C, адлеглы 
ад MN на b і ад KL на c. Знайдзіце адлегласць ад пункта C да 
плоскасці δ, улічыўшы, што:

a  =  66, b  =  c  =  65.

269. Праз адну са старон ромба праведзена плоскасць, адлеглая ад су-
працьлеглай стараны ромба на 8 см. Знайдзіце праекцыі старон 
ромба на гэту плоскасць, улічыўшы, што праекцыі дыяганалей на 
яе роўныя 16 см і 4 см.

270. Праз аснову AB трапецыі ABCD праве дзена плоскасць a, адлеглая 
ад другой асновы на m (рыс. 263). Знайдзіце адлегласць ад пунк-
та O перасячэння дыяганалей трапецыі да плоскасці a, улічыўшы, 
што асновы трапецыі адносяцца як p : q.

271. Ёсць трохвугольная піраміда PABC, у якой 
PA  = PB  = PC  =  2, AC  =  3 і AB  =  2. Нарысуй-
це і знайдзіце адлегласць ад вяр шы ні да 
асновы піраміды, улічыўшы, што кант BC 
роўны:

а) 2;             б) 3;  в) 5 .

272*. Вымярэнні прамавугольнага паралелепіпеда 
роўныя a, b і c. Знайдзіце адлегласці паміж 
дыяганаллю паралелепіпеда і дыяганалямі 
яго граняў, якія гэта дыяганаль не перасякае.

273*. Пункт M — сярэдзіна канта AB куба 
ABCDA1B1C1D1. Знайдзіце адлегласць паміж 
прамымі A1M і B1C, улічыўшы, што кант 
куба роўны a.

274*. У шасцівугольнай пірамідзе SABCDEF усе 
канты асновы роўныя a, а ўсе бакавыя кан-
ты — 2a (рыс. 264). Знайдзіце адлегласці 
паміж бакавым кантам SA і кантамі асновы:

а) BF;          б) CE;          в) BE;          г) BD.

ˀыс͘ Ϯϲϯ

ˀыс͘ Ϯϲϰ
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275*. У трохвугольнай пірамідзе ўсе канты роўныя a. 
Знайдзіце адлег ласць паміж кантамі, якія не 
належаць адной грані.

276*. У чатырохвугольнай пірамідзе ўсе канты асно вы 
роўныя a, а ўсе бакавыя канты — b (рыс. 265). 
Знайдзіце адлегласць паміж бакавым кантам 
і кантам асновы, які не ляжыць з ім у адной 
плоскасці.

277*. Стораны AB, AC, BC трохвугольніка ABC адпа-
ведна роўныя 17, 8 і 15, а адрэзак BD перпен-

§ 9. Вугал паміж прамой і плоскасцю
А) З дапамогай лікаў, што выражаюць адлегласць паміж дзвюма 

прамымі і велічыню вугла паміж імі, можна апісаць узаемнае размяш-
чэнне гэтых прамых у прасторы. Калі прамыя a і b перасякаюцца, то 
іх узаемнае размяшчэнне характарызуе вугал a паміж імі, адлегласць 
паміж такімі прамымі лічыцца роўнай нулю (рыс. 266). Калі прамыя a 
і b паралельныя, то іх узаемнае размяшчэнне характарызуе адлегласць 
d паміж імі, вугал паміж такімі прамымі роўны нулю (рыс. 267). Калі 
прамыя a і b скрыжаваныя, то іх узаемнае размяшчэнне характарызуе 
вугал a і адлег ласць d паміж імі (рыс. 268).

ˀыс͘ Ϯϲϱ
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Т э а р э м а  9. Калі прамая плоскасці перпендыкулярная праекцыі 
нахіленай на гэту плоскасць, то яна перпендыкулярная і самой 
нахіленай, а калі прамая плоскасці перпендыкулярная нахіленай да 
плоскасці, то яна перпендыкулярная і праекцыі гэтай нахіленай.

дыкулярны плоскасці гэтага трох вуголь ніка. Знайдзіце адлегласць 
ад канцоў BD да меншай стараны трох вугольніка, улічыўшы, што 
BD  =  36.

278*. Пункт M ляжыць на прамой, якая праходзіць праз вяршыню 
B ромба ABCD і перпендыкулярная яго плоскасці. Знайдзіце 
адлегласці ад пункта M да прамых, якія змяшчаюць стораны ром-
ба, улічыўшы, што AB  =  25 см, ∠ BAD  =  60°, BM  =  12,5 см.
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ˀыс͘ Ϯϲϵ

Доказ. Няхай адрэзкі AB і AC — адпаведна пер-
пендыкуляр і нахіленая да плоскасці a, тады адрэ-
зак BC — праекцыя нахіленай AC на гэту плоскасць 
(рыс. 269).

Няхай прамая l плоскасці a перпендыкулярная 
праекцыі BC. Дакажам, што прамая l перпендыку-
лярная да самой нахіленай AC.

ˀыс͘ ϮϳϬ

D

Прамая l перпендыкулярная да перасякальных прамых BC і AB плос-
касці ABC — да першай прамой па ўмове, а да другой з-за таго, што 
яна ля жыць у плоскасці a, да якой перпендыкулярная прамая AB. Таму 
прамая l перпендыкулярная і да прамой BC плоскасці ABC.

Няхай прамая l плоскасці a перпендыкулярная нахіленай AC. Дака-
жам, што прамая l перпендыкулярная да праекцыі BC гэтай нахіленай.

Прамая l перпендыкулярная да перасякальных прамых AC і AB плос-
касці ABC. Таму яна перпендыкулярная і да прамой AC плоскасці ABC.

Тэарэма 9 называецца тэарэмай пра тры перпендыкуляры з-за таго, 
што ў ёй гаворыцца пра дачыненне перпендыкулярнасці паміж трыма 
прамымі. Прывядзём прыклады выкарыстання гэтай тэарэмы.

Прыклад 1. З вяршыні A да плоскасці трохвугольніка ABC, стораны 
якога AB, BC, CA адпаведна роўныя 13, 20, 11, узведзены перпендыку-
ляр AD даўжынёй 36 (рыс. 270). Знойдзем адлегласць ад пункта D да 
прамой BC.

Р а ш э н н е. Шуканая адлегласць ёсць даўжыня 
перпендыкуляра, апушчанага з пункта D на пра-
мую BC. Правя дзенне гэтага перпендыкуляра патра-
буе знайсці яго аснову на прамой BC. Для гэтага ў 
плоскасці трохвугольніка ABC пабудуем вышыню AH 
гэтага трохвугольніка. Па коль кі прамая BC перпен-
дыкулярная вышыні AH, якая з’яўляецца праекцыяй 
нахіленай DH, то па тэарэме пра тры перпендыку-
ляры прамая BC перпендыкулярная нахіленай DH, 
г. зн. адрэзак DH выражае шуканую адлегласць.

Знойдзем спачатку вышыню AH трохвугольніка 
ABC. Па формуле Герона вызначым плошчу S гэтага 
трохвугольніка, што дазволіць знайсці і яго вышы-
ню AH:

p  = 
1
2

(a +  b +  c)  = 
1
2

(20 +  11 +  13)  =  22;

S  =  p p a p b p c−( ) −( ) −( )   =  22 22 20 22 11 22 13−( ) −( ) −( )   =  66;

AH  = 
2S
a
  =  2 66

20
⋅   =  6,6.
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Трохвугольнік DAH — прамавугольны з прамым вуглом A, па тэарэ-

ме Піфагора знойдзем DH: DH  =  AD AH2 2+   =  36 6 62 2+ ,   =  36,6.

А д к а з: 36,6.

Прыклад 2. Дакажам, што калі дадзены пункт прасторы роўнаадлеглы 
ад старон многавугольніка, то ў гэты многавугольнік можна ўмежыць 
акружнасць, цэнтр якой супадае з асновай перпендыкуляра, апушчанага 
з дадзенага пункта на плоскасць многавугольніка.

Д о к а з. Няхай пункт S роўнаадлеглы ад старон A1A2, A2A3, … An – 1An, 
AnA1 многавугольніка A1A2A3 … An –  1An і SO — перпендыкуляр з пункта S 
на плоскасць гэтага многавугольніка. Тады перпендыкуляры SK1, SK2, … 
SKn –  1, SKn, апушчаныя з пункта S на стораны многавугольніка, роўныя 
адзін аднаму (рыс. 271).

ˀыс͘ Ϯϳϭ

ˀыс͘ ϮϳϮ

ˀыс͘ Ϯϳϯ

S

Злучым пункт O з пунктамі K1, K2, … Kn–1, Kn. 
Па колькі адрэзкі OK1, OK2, … OKn–1, OKn — пра ек-
цыі адрэзкаў SK1, SK2, … SKn–1, SKn на плоскасць 
многавугольніка, стораны якога A1A2, A2A3, …  
... An–1An, AnA1 адпаведна перпендыкулярныя нахі-
ле ным SK1, SK2, … SKn–1, SKn, то гэтыя стораны і 
адпаведна адрэзкі OK1, OK2, … OKn–1, OKn перпен-
дыкулярныя.

Трохвугольнікі SOK1, SOK2, … SOKn–1, SOKn 
пра мавугольныя, і ўсе яны маюць агульны катэт SO 
і роўныя гіпатэнузы. Таму гэтыя трохвугольнікі 
роўныя, а значыць, роў ныя і адрэзкі OK1, OK2,  ... 
... OKn–1, OKn, што азначае роўнаадлегласць пунк-
та O ад старон многавугольніка. Значыць, у гэты 
многаву голь нік можна ўме жыць акружнасць з 
цэнтрам O.

Прыклад 3*. Калі дадзены пункт прасторы 
роўнаадлеглы ад вяршынь многавугольніка, то 
каля гэтага многавугольніка можна апісаць акруж-
насць, цэнтр якой супадае з асновай перпендыку-
ляра, апушчанага з дадзе нага пункта на плоскасць 
многавугольніка.

Выкарыстаўшы рысунак 272, правядзіце доказ 
гэтага сцверджання самастойна.

Б) Цяпер увядзём паняцце вугла паміж пра-
мой і плоскасцю. Няхай ёсць плоскасць a і пра-
мая p, якая яе перасякае і не перпендыкулярная a 
(рыс. 273). Асновы перпендыкуляраў, апушчаных 
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з пунктаў прамой p на плоскасць a, утвараюць прамую p1. Гэта прамая 
называецца праекцыяй прамой p на плоскасць a.

Вуглом паміж прамой і плоскасцю, што перасякае гэту прамую і не 
перпендыкулярная ёй, называецца вугал паміж прамой і яе праекцыяй 
на гэту плоскасць.

Вугал паміж прамой і плоскасцю — найменшы з вуглоў, якія ўтварае 
гэта прамая з усімі прамымі плоскасці. Дакажыце сцверджанне сама-
стойна.

§ ϵ. В̱̐а̣ ̪амі̙ ̪рам̨̜ і ̨̪̣̭ка̶̭̀

ˀыс͘ Ϯϳϰ

l

ˀыс͘ Ϯϳϱ

Р а ш э н н е. Няхай AK — перпендыкуляр, апушчаны з пункта A на 
плоскасць SBC. Паколькі нахіленая AM перпендыкулярная прамой BC, 
то і яе праекцыя KM перпендыкулярная прамой BC. Значыць, пункт K 
знаходзіцца на пасярэднім перпендыкуляры да адрэзка BC (рыс. 275).

Шуканы вугал паміж медыянай AM асновы і плоскасцю SBC ёсць 
вугал AMK. Яго можна знайсці па тэарэме косінусаў, калі ведаць стора-

ны трохвугольніка SAM. Знаходзім: AM  =  3 3, SM  =  SB BM2 2-   =  4, 

тады

cos SMA  = 
SM AM SA

SM AM

2 2 2

2
3

4
+ −

⋅
= . 

Значыць, ∠ SMA  =  arсcos
3

4
.

А д к а з: arсcos 
3

4
.

Калі прамая l перпендыкулярная плоскасці a, 
то яе праекцыяй на гэту плоскасць з’яўляецца 
пункт A перасячэння прамой з плоскасцю 
(рыс. 274). У гэтым выпадку прамая l утварае з 
усімі прамымі плоскасці вуглы, роўныя 90°. Гэты 
вугал і прымаецца ў якасці вугла паміж прамой 
і перпендыкулярнай ёй плоскасцю.

Калі прамая l паралельная плоскасці a, то 
яе праекцыяй на плоскасць з’яўляецца пра-
мая l1, паралельная l. Вугал паміж паралельнымі 
прамымі лічыцца роўным 0°. Таму вугал паміж 
паралельнымі прамой і плоскасцю прымаецца 
роўным 0°.

Прыклад 4. У трохвугольнай пірамідзе SABC 
канты асновы ABC роў ныя 6, а бакавыя кан-
ты — 5. Знойдзем вугал паміж медыянай AM 
асновы і плоскасцю SBC.
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ˀыс͘ Ϯϳϲ ˀыс͘ Ϯϳϳ

Пры вылічэнні вугла паміж скрыжаванымі прамымі бывае карыснай 
наступная тэарэма пра тры косінусы.

Вугал a паміж прамой l і плоскасцю λ, вугал b паміж іншай прамой m 
гэтай плоскасці і праекцыяй на яе прамой l і вугал γ паміж прамымі l 
і m звязаны роўнасцю cos a cos b  =  cos γ.

Д о к а з. Няхай пункт A належыць прамой l, B — пункт перасячэння 
прамой l з плоскасцю λ, прамая m ляжыць у плоскасці λ і праходзіць 
праз пункт B, C — аснова перпендыкуляра, апушчанага з пункта A на 
прамую m, O — праекцыя пункта A на плоскасць λ (рыс. 276).

Няхай AB  =  a і ∠  ABO  =  a, ∠ OBC  =  b, ∠  ABC  =  γ. Паколькі OC — 
праек цыя AC і AC ⊥ m, то OC ⊥ m. Тады з прамавугольных трохвугольнікаў 
AOB, OCB і ACB маем: 

BO  =  a cos a,  
BC  = BO cos b  =  a cos a cos b і  
cos γ  = BC : AB  =  cos a cos b.

Прыклад 5. У трохвугольнай пірамідзе SABC кант SA перпендыкуляр-
ны плоскасці ABC і роўны 20. Знойдзем вугал паміж прамымі SC і AB, 
улічыўшы, што AB  =  24, BC  =  21 і AC  =  15.

Р а ш э н н е. Выкарыстаем тэарэму пра тры косінусы, улічыўшы, што 
вугал γ паміж прамымі SC і AB роўны вуглу паміж прамой SC і пра-
мой CD, якая праходзіць праз пункт C паралельна AB (рыс. 277), і таму  
cos γ  =  cos ∠ SCA cos ∠ ACD  =  cos ∠ SCA cos ∠ BAC.

Паколькі SC = SA AC2 2+   =  25 і cos ∠ BAC  = 
AB AC BC

AB AC

2 2 2

2
+ −

⋅
  = 

1
2

,  

то cos ∠ SCA  = 
3
5

 і cos γ  =  0,3. Значыць, γ  =  arсcos 0,3.

А д к а з: arсcos 0,3.
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ˀыс͘ Ϯϳϴ

§ ϵ. В̱̐а̣ ̪амі̙ ̪рам̨̜ і ̨̪̣̭ка̶̭̀

1. Сфармулюйце тэарэму пра тры перпендыкуляры.

2. Якую ўласцівасць мае многавугольнік, усе стораны якога 
роўнаадлеглыя ад пэўнага пункта прасторы?

3. Якую ўласцівасць мае многавугольнік, усе вяршыні якога роўна ад-
лег лыя ад пэўнага пункта прасторы?

4. Што называецца праекцыяй прамой на плоскасць?

5. Што называецца вуглом паміж прамой і плоскасцю?

6. Сувязь паміж якімі вугламі выражае тэарэма пра тры косінусы? 

7. Вуглы BAC і ACB трохвугольніка ABC адпаведна роўныя 41° і 49°, 
а адрэзак AD перпендыкулярны плоскасці гэтага трохвугольніка. Ці 
праўдзіцца сцверджанне пра тое, што прамыя BC і BD перпендыку-
лярныя?

8. Пункт X належыць прамой, якая праходзіць праз цэнтр O правільнага 
трохвугольніка ABC перпендыкулярна яго плоскасці. Ці праўдзяцца 
сцверджанні пра тое, што:
а) адлегласці ад пункта X да вяршынь трохвугольніка роўныя;
б) адлегласці ад пункта X да старон трохвугольніка роўныя;
в) ∠ AXO  =  ∠ BXO  =  ∠ CXO;
г) ∠ XAO  =  ∠ XBO  =  ∠ XCO?

9. Ёсць прамавугольны паралелепіпед PQRSP1Q1R1S1 
(рыс. 278). Назавіце вугал паміж прамой:
а) PQ і плоскасцю SS1R;
б) PR1 і плоскасцю PQ1Q;
в) PQ і плоскасцю QQ1R1;
г) PR1 і плоскасцю QRS;
д) PQ1 і плоскасцю PQR;
е) PR1 і плоскасцю QRR1.

Задача 1. Асновай трохвугольнай піраміды DFGH з’яўляецца пра-
мавугольны трохвугольнік FHG з гі па тэ нузай FG і вуглом HFG у 30° 
(рыс. 279). Знайдзіце вышыню DK грані FDG, праведзеную з вяршыні 
D, улічыўшы, што бакавы кант DH перпендыкулярны плоскасці асновы 
і роўны 4 см, а катэт FH  складае  6 см.

Р а ш э н н е. DH  ⊥  (FGH), таму KH — праекцыя нахіленай DK на 
(FGH).
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DK — вышыня грані FDG, KH — праекцыя 
нахіленай DK на (FGH), таму KH  ⊥ FG.

KH  ⊥ FG, FH  =  6 см і ∠ HFK  =  30°, таму

 FHK прамавугольны, KH  = 
1
2

FH = 
1
2

. 6  =  3 (см).

 DHK — прамавугольны, таму

 DK DH KH= + = + =2 2 2 24 3 5 (см).

А д к а з: 5 см.

Задача 2. Дакажыце, што калі прамень KA 
не ляжыць у плоскасці неразгорнутага вугла 
LKM і вост рыя вуглы AKL і AKM роўныя, 
то праекцыя праменя KA на плоскасць LKM 
з’яўляецца бісектрысай вугла LKM (рыс. 280).

Р а ш э н н е. Няхай AH  ⊥  (LKM), AQ  ⊥ KM, 
AP  ⊥ KL і ∠ AKM  =  ∠ AKL.

 AQK  =  APK (па гіпатэнузе і вострым 
вугле), таму AQ  = AP.

HQ  ⊥ KM (HQ — праекцыя AQ на (LKM) і AQ  ⊥ KM).
HP  ⊥ KL (HP — праекцыя AL на (LKM) і AP  ⊥ KL).
HQ  = HP (праекцыі роўных нахіленых).
KH — бісектрыса вугла LKM (пункт Н роўнаадлеглы ад старон 

вугла LKM).

279. Укажыце ўзаемнае размяшчэнне прамых a і b на рысунку:
а) 281, улічыўшы, што ABCD — квадрат і BF  ⊥ ABC;
б) 282, улічыўшы, што ABCD — квадрат і BG  ⊥ ABC;
в) 283, улічыўшы, што ABCD — ромб і AE  ⊥ ABC;
г) 284, улічыўшы, што ABCD — квадрат і BK  ⊥ ABC.

ˀыс͘ ϮϴϬ

ˀыс͘ Ϯϴϭ ˀыс͘ ϮϴϮ ˀыс͘ Ϯϴϯ ˀыс͘ Ϯϴϰ

ˀыс͘ Ϯϳϵ
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280. Пункт F ляжыць на прамой, якая праходзіць праз вяршыню B 
квад рата ABCD перпендыкулярна яго плоскасці. Улічыўшы, што 
BF  =  8 дм, AB  =  15 дм, знайдзіце адлегласць ад пункта F да 
прамых, якім належаць:
а) стораны квадрата;       
б) дыяганалі квад рата.

281. Улічыўшы, што пункт K ляжыць на прамой, якая праходзіць праз 
цэнтр O сіметрыі ромба ABCD перпендыкулярна да яго плоскасці:
а) дакажыце роўнасць адлегласцей ад пункта K да ўсіх прамых, 
якім належаць стораны ромба;
б) знайдзіце гэту адлегласць, улічыўшы, што OK  = 45 дм, AC  = 60 дм, 
BD  = 80 дм;
*в) знайдзіце гэту адлегласць, улічыўшы, што AC  =  2a, BD  =  2b, 
KO  = h.

282. У раўнабедраным трохвугольніку XYZ з асновай XY бакавая ста-
рана роўная 20, а вугал пры аснове складае 30°. З яго вяршыні Y 
да плоскасці XYZ узведзены перпендыкуляр QY. Улічыўшы, што 
QY  =  10, знайдзіце адлегласці:
а) ад пункта Q да прамой XZ;
б) ад пункта Y да плоскасці XQZ.

283. Ёсць прамавугольны трохвугольнік XYZ з гіпатэнузай YZ і катэтам 
XY, адпаведна роўнымі 13 см і 12 см. Да плоскасці трохвугольніка 
з цэнтра Q умежанага ў яго круга ўзведзены перпендыкуляр QG 
даў жынёй 1,5 см. Знайдзіце адлегласці пункта G ад старон трох-
ву голь ніка і ад яго вяршынь.

284. Асновай чатырохвугольнай піраміды QABCD з’яўляецца ромб 
ABCD з вуглом ABC і стараной AB, адпаведна роўнымі 60° і a. 
Яе бакавы кант AQ перпендыкулярны плоскасці асновы. Знайдзіце 
гэты кант і адлегласці ад пункта A да плоскасці QDC, улічыўшы, 
што плошча грані QDC роўная a2.

285. Дыяганалі паралелаграма ABCD перасякаюцца ў пункце Q, прамая 
HQ перпендыкулярная плоскасці гэтага паралелаграма. Знайдзіце 
вышыні паралелаграма, улічыўшы, што яго стораны роўныя 20 см 
і 50 см, а адлегласці ад пункта H да старон паралелаграма роўныя 
17 см і 25 см.

286. Пункт A, які ляжыць па-за плоскасцю пра-
мога вугла UVW, адлег лы ад яго вяршыні V 
на x, а ад кожнай са старон — на y (рыс. 285). 
Знайдзіце адлегласць AO пункта A ад плоскасці 
прамога вугла.

287. Вяршыня піраміды, у аснове якой ляжыць 
прамавугольная трапецыя з перыметрам 32, ˀыс͘ Ϯϴϱ

§ ϵ. В̱̐а̣ ̪амі̙ ̪рам̨̜ і ̨̪̣̭ка̶̭̀
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знаходзіцца на адлегласці 17 ад кантаў асновы. Знайдзіце поўную 
паверхню піраміды, улічыўшы, што яе найбольшы і найменшы ба-
кавыя канты роўныя 7 2  і 3 2 .

288*. З вяршыні M трохвугольніка MNK па-за яго плоскасцю праведзе-
на прамая ML, якая ўтварае са старанамі MN і MK роўныя вост-
рыя вуглы. Вызначце, на якія часткі праекцыя прамой ML на 
плоскасць трохвугольніка раздзяляе старану NK, улічыўшы, што 
MN  =  51 м, MK  =  34 м і NK  =  30 м.

289. Ёсць куб ABCDA1B1C1D1. Знайдзіце вугал паміж прамымі: 
а) AC і BB1; б) AB1 і CD1; в) A1D і C1A.

290. З вяршыні B прамавугольніка ABCD, у якога AB  = 6 см і AD  = 6 2  см, 
да яго плоскасці ўзведзены перпендыкуляр BQ. Знайдзіце ад лег-
ласць ад пункта Q да плоскасці прамавугольніка, улічыўшы, што 
вугал паміж прамой QD і плоскасцю ABC роўны 30°.

291. Знайдзіце праекцыю на плоскасць нахіленай даўжынёй m, улі чыў-
шы, што нахіленая ўтварае з плоскасцю вугал, роўны:
а) 45°; б) 60°;  в) 30°.

292. Адрэзак даўжынёй 10 см перасякае плоскасць: канцы яго знахо-
дзяцца на адлегласці 3 см і 2 см ад плоскасці. Знайдзіце вугал 
паміж гэтым адрэзкам і плоскасцю.

293. Дакажыце, што калі ў правільнай трохвугольнай піраміды стара-
на ас новы роўная адлегласці ад вяршыні да плоскасці асновы, то 
бака выя канты нахілены да плоскасці асновы пад вугламі ў 60°.

294. Вяршыня правільнай чатырохвугольнай піраміды адлеглая ад 
плоскасці асновы на h, а яе бакавыя канты ўтвараюць з плоскас-
цю асновы вуглы ў 60°. Знайдзіце бакавую паверхню піраміды.

295. З пункта, адлеглага ад плоскасці на d, праведзены дзве нахіленыя, 
якія ўтвараюць паміж сабой вугал ϕ, а з плоскасцю — вуглы a і 
b. Знайдзіце адлегласць паміж іх канцамі, улічыўшы, што:
а) a  =  b  =  45°, ϕ  =  60°; б) a  =  45°, b  =  30°, ϕ  =  90°.

296. З пункта, адлеглага ад плоскасці на d, праведзены дзве нахіленыя, 
якія ўтвараюць з плоскасцю вуглы a і b, а вугал паміж іх 
праекцыямі роўны ϕ. Знайдзіце адлегласць паміж іх канцамі, 
улічыўшы, што:
а) a  =  45°, b  =  30°, ϕ  =  150°; б) a  =  45°, b  =  30°, ϕ  =  90°.

297. З пункта A, адлеглага на d ад плоскасці a, праведзены нахіленыя 
AB і AC пад вуглом 30° да плоскасці. Іх праекцыі на плоскасць a 
ўтвараюць вугал у 120°. Знайдзіце даўжыню адрэзка BC.

298. Пункт P адлеглы на a ад кожнай вяршыні квадрата ABCD са ста-
раной a. Знайдзіце вугал, які ўтварае з плоскасцю квадрата пра-
мая AP.
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299. Бакавы кант RA чатырохвугольнай піра мі ды, асновай якой з’яў-
ля ецца пра ма ву гольнік ABCD, перпендыкулярны плос ка сці асно-
вы (рыс. 286). Знайдзіце радыус ак ружнасці, апісанай каля трох-
ву голь ніка RAC, улічыўшы, што кант RB роўны 20 мм, бакавыя 
канты RB і RD нахіленыя да плоскасці асновы пад вугламі 30°  і 
45° адпаведна.

ˀыс͘ Ϯϴϲ ˀыс͘ Ϯϴϳ

§ ϵ. В̱̐а̣ ̪амі̙ ̪рам̨̜ і ̨̪̣̭ка̶̭̀

300. У правільнай шасцівугольнай прызме ABCDEFA1B1C1D1E1F1 усе 
канты роўныя a. Знайдзіце вугал паміж прамой AB (рыс. 287) і 
прамой:
а) FF1;       б) CD;       в) DE;       г) A1B1;       д) B1E1;       е) A1C1.

301. У правільнай шасцівугольнай прызме ABCDEFA1B1C1D1E1F1 усе 
канты роўныя a. Знайдзіце вугал паміж прамой BC1 і прамой:
а) B1E;      б) F1C;      в) B1D;      г) AC1;      д) A1E;      е) F1D.

302. У правільнай шасцівугольнай прызме ABCDEFA1B1C1D1E1F1 бака-
вы кант у 3  разоў большы за кант асновы. Знайдзіце вугал паміж 
прамымі АВ1 і BD1.

303. Праз сярэдзіну К канта AD трохвугольнай піраміды ABCD праве-
дзена плоскасць, паралельная кантам АВ і CD. Яна перасякае 
кант ВС у пункце М. Улічыўшы, што АВ  =  8, CD  =  6, КМ  =  5, 
знайдзіце вугал паміж прамымі АВ і CD.

304. У трохвугольнай пірамідзе адлегласць паміж сярэдзінамі двух 
скрыжаваных кантаў роўная 13. Знайдзіце вугал паміж другой 
парай скрыжаваных кантаў, улічыўшы, што іх даўжыні 10 і 24.

305*. Дакажыце, што:
а) калі адзін катэт раўнабедранага прамавугольнага трохвугольніка 
належыць плоскасці, а другі ўтварае з ёю вугал у 45°, то гіпатэнуза 
ўтварае з плоскасцю вугал у 30°;
б) калі нахіленая a ўтварае з плоскасцю a вугал у 45°, а прамая b 
плоскасці — вугал у 45° з праекцыяй нахіленай, то вугал паміж 
прамымі a і b роўны 60°.
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роўны 60°, а вугал паміж іх праекцыямі на плоскасць a складае 
90°. Знай дзіце вугал, які ўтварае нахіленая QA з плоскасцю a.

308*. У аснове піраміды SABCD (рыс. 288) ляжыць трапецыя з асновамі 
AD і BC, AD  =  0,5 АВ, ВС  =  2 АВ, SA  =  3 АВ. Усе плоскія вуглы 
пры вяршыні А прамыя. Дакажыце, што сячэнне піраміды пло-
скасцю, якая праходзіць праз прамую AD і сярэдзіну М канта 
SC, — прамавугольнік, і знайдзіце вугал паміж прамымі АМ і CD.

Прасторавае мадэляванне
Вызначым, як можна пры руху на эскалатары ацаніць глыбіню закладання 

станцыі метро, даўжыню эскалатара (рыс. 289).
Звернем увагу на тое, што пры спуску або пад’ёме па эскалатары мы пра-

язджаем уздоўж шэрагу лямпаў, размешчаных на роўных адлегласцях адна 
ад адной. Нарматывамі задаецца асветленасць тунэлю, зыходзячы з якой 
устанаўліваецца і адлегласць паміж суседнімі лямпамі. Таксама ўлічым, што 
аптымальны вугал нахілу лініі эскалатара да плоскасці зямлі роўны 30°.

Будзем разглядаць эскалатар як 
нахіленую да плоскасці зямлі. Тады глыбіню 
закладання станцыі можна інтэрпрэтаваць 
як даўжыню перпендыкуляра да плоскасці 
зямлі.

Для адказу на пытанне дастаткова раз-
гледзець прамавугольны трохвугольнік 
ABC, у якім гіпатэнуза AB выяўляе эска-
латар, а катэт BC — глыбіню закладання 
той станцыі метро, на якую вядзе гэты эска-
латар.

а) Падлічыце даўжыню эскалатара, 
улічыўшы, што адлегласць паміж лямпамі 
роўная a.

б) Складзіце формулу для знаходжання 
глыбіні закладання станцыі метро.

ˀыс͘ Ϯϴϴ

306*. Ёсць трохвугольная піраміда, усе 
канты якой роўныя адзін аднаму. 
Знайдзіце вугал паміж кантам 
піраміды і гранню, якой ён не на-
лежыць.

307*. З пункта Q да плоскасці a пра-
ведзены такія роўныя нахіленыя 
QA і QB, што вугал паміж імі 

ˀыс͘ Ϯϴϵ
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§ 10. Перпендыкулярнасць плоскасцей
А) Два прамені на плоскасці з агульным пачаткам раздзя-

ляюць гэту плоскасць на дзве часткі, кожная з якіх называ-
ецца вуглом.

Аналагічна дзве паўплоскасці з агульнай мяжой раздзя-
ляюць прастору на дзве часткі (рыс. 290). Кожную з гэтых 
час так разам з паўплоскасцямі называюць двухгранным вуг-
лом. Паўплоскасці, што абмяжоўваюць двухгранны вугал, на-
зываюць гранямі вугла, а агульную прамую — кантам двух-
граннага вугла (рыс. 291).

Звычайна разглядаюць меншы з двухгранных вуглоў з 
дадзенымі гранямі (рыс. 292). Пункты вугла, што не ляжаць 
на яго гранях, складаюць унутраны абсяг двухграннага вуг-
ла (рыс. 293).

ˀыс͘ Ϯϵϭ ˀыс͘ ϮϵϮ ˀыс͘ Ϯϵϯ ˀыс͘ Ϯϵϰ

ˀыс͘ ϮϵϬ

Двухгранны вугал звычайна абазначаюць па канце: ∠ a (гл. рыс. 293) 
або ∠ AB (рыс. 294). Пры неабходнасці можна далучыць назвы граняў або 
назвы пунктаў на гранях: ∠ aab (гл. рыс. 293), або ∠ aABb (гл. рыс. 294), 
або ∠ MABN (гл. рыс. 294).

Мадэллю двухграннага вугла можа служыць двух схільны 
дах (рыс. 295), сцяна разам з адчыненымі дзвярыма (рыс. 296), 
напаўразгорнутая кніга (рыс. 297).

ˀыс͘ Ϯϵϱ ˀыс͘ Ϯϵϲ ˀыс͘ Ϯϵϳ
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Для вымярэння двухгранных вуглоў уводзіцца паняцце лінейнага 
вугла. Выберам на канце AB двухграннага вугла aABb пункт P, і ў яго 
гранях a і b з гэтага пункта правядзём прамені PQ і PR, перпендыкуляр-
ныя канту AB (рыс. 298). Атрыманы вугал QPR, стораны якога PQ і PR 

ˀыс͘ Ϯϵϵ

ˀыс͘ Ϯϵϴ

абмяжоўваюць частку плоскасці PQR, што належыць 
двухграннаму вуглу aABb, называюць лінейным вуг-
лом двухграннага вугла. Плоскасць лінейнага вугла 
перпендыкулярная да канта двухграннага вугла, бо 
па пабудаванні прамені PQ і PR перпендыкулярныя 
канту AB.

Зразумела, што двухгранны вугал мае бясконца 
многа лінейных вуглоў (рыс. 299).

Т э а р э м а  10. Усе лінейныя вуглы двухгран-
нага вугла роўныя адзін аднаму.

Доказ. Няхай A1B1C1 і A2B2C2 — лінейныя вуглы 
двухграннага вугла MN (рыс. 300). Дакажам, што 
∠ A1B1C1  =  ∠ A2B2C2.

Адкладзём на сторанах вуглоў A1B1C1 і A2B2C2 
роўныя адрэзкі В1Р, В2Q, В1S, В2R. Тады атрыма-
юцца чатырохвугольнікі PQB2B1 і SRB2B1, у якіх су-
працьлеглыя стораны PB1 і QB2, а таксама SB1 і RB2 
роўныя па пабудаванні і паралельныя як перпенды-
куляры да адной прамой, праведзеныя ў адпаведнай 
плоскасці. Таму PQ  = B2B1  = SR і PQ  | | B2B1  | | SR. 
А гэта азначае, што чатырохвугольнік PQRS з’яў-
ляец ца паралелаграмам, што дазваляе зрабіць вы-
вад пра роўнасць адрэзкаў PS і QR. Атрымалі, што 
ў трохвугольнікаў PSB1 і QRB2 роўныя адпаведныя 
сто раны, таму трохвугольнікі роўныя, а значыць, 
роў ныя і іх вуглы A1B1C1 і A2B2C2.

Вымярэнне двухгранных вуглоў звязваецца з 
вы мя рэннем іх лінейных вуглоў. У залежнасці ад 
таго, якім — вострым, прамым, тупым, разгорну-
тым — з’яўляецца лінейны вугал двухграннага вуг-
ла, адрозніваюць вострыя, прамыя, тупыя, разгор-
нутыя двухгранныя вуглы. Двухгранны вугал, ад-
люстраваны на рысунку 301, — востры, на рысунку 
302 — прамы, на рысунку 303 — тупы.

Дзве перасякальныя плоскасці раздзяляюць 
прастору на чатыры двухгранныя вуглы з агуль-
ным кантам (рыс. 304). Калі адзін з іх роўны a, ˀыс͘ ϯϬϬ
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то яшчэ адзін з іх таксама роўны a, а два астатнія — 180° –  a.  
Сярод гэтых вуглоў ёсць такі, які не перавышае 90°, яго велічыню і пры-
маюць за велічыню вугла паміж перасякальнымі плоскасцямі.

Калі адзін з двухгранных вуглоў, што ўзнікаюць пры перасячэнні 
дзвюх плоскасцей, прамы, то тры астатнія таксама прамыя (рыс. 305).

Б) Плоскасці, пры перасячэнні якіх утвараюцца прамыя двухгранныя 
вуглы, называюцца перпендыкулярнымі плоскасцямі.

Для абазначэння перпендыкулярнасці плоскасцей, як і для абазначэн-
ня перпендыкулярнасці прамых, выкарыстоўваюць знак ⊥.

Мадэлямі перпендыкулярных плоскасцей могуць служыць стальніца 
і бакавіна стала (рыс. 306), падлога пакоя і дзверы ў яго (рыс. 307).

ˀыс͘ ϯϬϭ ˀыс͘ ϯϬϮ ˀыс͘ ϯϬϯ

ˀыс͘ ϯϬϰ ˀыс͘ ϯϬϱ

ˀыс͘ ϯϬϲ ˀыс͘ ϯϬϳ
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ϭϮϮ ˀаздзе̣ ϯ. Перпендыкулярнасць прамы̵ і плоскасцей

Доказ. Няхай праз прамую a, якая перпен-
дыкулярная плоскасці a і перасякае яе ў пункце 
M, праходзіць плоскасць b (рыс. 308). Дакажам, 
што a  ⊥  b.

Плоскасці a і b перасякаюцца па пэўнай пра-
мой MP, якая перпендыкулярная прамой a, бо па 
ўмове прамая a і плоскасць a перпендыкулярныя.

У плоскасці a правядзём прамую MN, пер-
пендыкулярную прамой MP. Атрыманы вугал 
NMQ, дзе Q — пункт прамой a, ёсць лінейны 
вугал двухграннага вугла aMPb. Паколькі па 
ўмове a ⊥ a, то вугал NMQ — прамы, і, значыць, 
плоскасці a і b перпендыкулярныя.

Тэарэма 11 выражае прымету пер пен ды ку-
лярнасці плоскасцей.

Вынік. Плоскасць, перпендыкулярная лініі 
перасячэння дзвюх дадзеных плоскасцей, пер-
пендыкулярная да кожнай з іх (рыс. 309).

Дакажам цяпер сцверджанне, адваротнае 
сцверджанню тэарэмы 11.

ˀыс͘ ϯϬϴ

ˀыс͘ ϯϬϵ

Т э а р э м а  12. Калі праз пункт адной з перпендыкулярных пло-
скасцей правесці прамую, перпендыкулярную другой плоскасці, то 
гэта прамая належыць першай плоскасці.

Доказ. Няхай дзве перпендыкулярныя плоскасці a і b перасякаюцца 
па прамой MN, і праз пункт K плоскасці a праведзена прамая a, перпенды-
кулярная плоскасці b. Дакажам, што гэта прамая належыць плоскасці a.

Праз пункт K у плоскасці a правядзём прамую b, перпендыкулярную 
MN, і праз пункт L іх перасячэння ў плоскасці b — прамую c, таксама 
перпендыкулярную MN (рыс. 310). Вугал па між прамымі b і c прамы 
як лінейны вугал пра мога двухграннага вугла. Атрымалі, што пра мая b 
праходзіць праз пункт K і перпендыкулярная плоскасці b, бо яна перпен-
дыкулярная перасякальным прамым MN і c гэтай плоскасці. А паколькі 
праз гэты пункт да да дзенай плоскасці можна правесці толькі адну пер-
пендыкулярную прамую, то прамыя b і a супадаюць. Значыць, прамая a 
належыць плоскасці a.

Т э а р э м а  11. Калі адна з дзвюх плоскасцей праходзіць праз пра-
мую, перпендыкулярную другой плоскасці, то такія плоскасці пер-
пен ды кулярныя.
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Прыклад 1. Пункт M — сярэдзіна канта AB пры аснове правільнай 
піраміды QABC (рыс. 311). Дакажам, што плоскасць QCM перпендыку-
лярная плоскасці асновы ABC.

Р а ш э н н е. Прамая AB з’яўляецца асновай раўнабедраных трох ву-
голь нікаў AQB і ACB. Таму яна перпендыкулярная медыянам QM і CM 
гэтых трохвугольнікаў і разам з гэтым плоскасці QCM. З тэарэмы 12 
вынікае, што плоскасць ABC, якая праходзіць праз перпендыкуляр AB 
да плоскасці QCM, ёй перпендыкулярная.

Вынік. Калі дзве перасякальныя плоскасці перпендыкулярныя трэ-
цяй плоскасці, то іх лінія перасячэння перпендыкулярная той самай 
плоскасці (рыс. 312).

Прыклад 2. У правільнай трохвугольнай пірамідзе QABC плоскі вугал 
AQB пры вяршыні роўны a. Знойдзем велічыню двухграннага вугла пры 
бакавым канце.

Р а ш э н н е. Няхай N — сярэдзіна канта AC, AK — перпендыкуляр да 
канта BQ, праведзены з пункта A (рыс. 313).

З роўнасці трохвугольнікаў ABQ і CBQ вынікае, што CK  ⊥  BQ. Таму 

вугал AKC — лінейны вугал двухграннага вугла BQ.
З прамавугольных трохвугольнікаў AKQ і ANQ 

атрымлі ва ем: AK  = AQ sina, AN  = AQ sin 
a
2 . З пра-

мавугольнага трох вугольніка AKN знаходзім, што 

sin 
∠ AKC

2






   = 

AN
AK

  = 
1

2
2

cos
a . 

Таму ∠ AKC  =  2 arcsin 
1

2
2

cos
a

.

А д к а з: 2 arcsin 
1

2
2

cos
a

.

§ 1Ϭ. ʿер̪енд̼к̱̣ярна̶̭̽ ̨̪̣̭ка̶̭е̜

ˀыс͘ ϯϭϬ ˀыс͘ ϯϭϭ ˀыс͘ ϯϭϮ

ˀыс͘ ϯϭϯ
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ϭϮϰ ˀаздзе̣ ϯ. Перпендыкулярнасць прамы̵ і плоскасцей

В) Пры вылічэннях бывае карыснай наступная тэарэма пра тры сінусы.

Т э а р э м а  13. Лінейны вугал a двухграннага вугла, вугал b паміж 
кантам гэтага двухграннага вугла і прамой, што ляжыць у адной з 
яго граняў, і вугал  γ паміж гэтай прамой і плоскасцю іншай грані 
звязаны роўнасцю sina sinb  =  sinγ.

Доказ. Няхай прамая l ляжыць у плоскасці λ, пункт A належыць пра-
мой l, B — пункт перасячэння прамой l з кантам двухграннага вугла λµ, 
C — ас нова перпендыкуляра, апушчанага з пункта A на грань µ, D — ас-
нова пер пендыкуляра, апушчанага з пункта A на кант вугла (рыс. 314). 
Няхай AB  = a і ∠ ADC  =  a, ∠ ABD  =  b, ∠ ABC  =  γ. Паколькі DC — праек-
цыя AD і AD ⊥ BD, то DC ⊥ BD. Тады з прамавугольных трохвугольнікаў 
ADB, ACD і ACB будзем мець: AD  =  asinb, AC  = AD sina  =  asinb sina і 
sinγ  = AC  : AB  =  sina sinb.

Вынік 1. Калі пункт A ляжыць у грані λ  двухграннага вугла велічы-
нёй a, то адлегласць ад яго да плоскасці другой грані µ вугла роўная 
AB sina  sinb, дзе B — пункт на канце двухграннага вугла, а b — вугал 
паміж прамой AB і кантам двухграннага вугла (рыс. 315).

Прыклад 3. Стораны AB і AC правільнага трохвугольніка ABC ляжаць 
адпаведна ў гранях λ і µ вострага двухграннага вугла велічынёй a. Стара-
на AB утварае вугал b з кантам двухграннага вугла. Знойдзем велічыню 
вугла паміж плоскасцю ABC і плоскасцю µ.

ˀыс͘ ϯϭϰ ˀыс͘ ϯϭϱ

ˀыс͘ ϯϭϲ ˀыс͘ ϯϭϳ
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Р а ш э н н е. Няхай шуканы вугал роўны ϕ, старана трохвугольніка 
мае даўжыню a. Тады адлегласць BО ад пункта А да плоскасці µ можна 
знайсці двума спосабамі (рыс. 316): BО  =  asina sinb і BО  =  asinϕ sin60°.

Таму 
sinϕ  = 

2

3
sina sinb і ϕ  =  arcsin 

2

3

sin sin
.

α β







А д к а з: arcsin 
2

3

sin sin
.

α β







Вынік 2. Няхай прамені ОА, ОВ і ОС ёсць грані двухгранных вуглоў велі-

чынёй a, b і γ адпаведна. Тады 
sin

sin
sin

sin
α βsiα βsinα βn γ

BOC AsiC AsinC An OC AOB
= == =  (рыс. 317).

1. Што называюць вуглом? Што называюць двухгранным вуглом?
2. Што называюць гранню двухграннага вугла; кантам двухграннага 

вугла? Як абазначаюць двухгранны вугал?
3. Як пабудаваць лінейны вугал двухграннага вугла? Якую ўласцівасць 

маюць лінейныя вуглы двухграннага вугла?
4. Які двухгранны вугал называюць вострым; прамым; тупым; разгор-

нутым?
5. Якія плоскасці называюцца перпендыкулярнымі?
6. Сфармулюйце прымету перпендыкулярнасці плоскасцей.
7. Сфармулюйце ўласцівасць плоскасці, перпендыкулярнай да лініі пе-

расячэння дзвюх плоскасцей.
8. Сфармулюйце ўласцівасць прамой, праведзенай праз пункт адной 

з пер пендыкулярных плоскасцей перпендыкулярна другой плоскасці.
9. Сфармулюйце ўласцівасць лініі перасячэння дзвюх плоскасцей, якія 

перпендыкулярныя трэцяй.
10. Сфармулюйце тэарэму пра тры сінусы.
11. Вынік 2 называюць яшчэ тэарэмай сінусаў для трохграннага вугла. 

Па тлумачце чаму.
12. Колькі двухгранных вуглоў мае:

а) трохвугольная піраміда; б) паралелепіпед?
13. Ёсць прамавугольны паралелепіпед ABCDA1B1C1D1. Назавіце лінейны 

вугал двухграннага вугла:
а) DD1;           б) A1B1.

14. Улічыўшы, што STUVS1T1U1V1 — куб (рыс. 318), 
вызначце:

а) ці з’яўляецца вугал TVT1 лінейным вуглом 
двухграннага вугла T1SVT;

б) ці з’яўляецца вугал T1ST лінейным вуглом 
двухграннага вугла T1SVT;

в) велічыню двухграннага вугла V1UTS.

§ 1Ϭ. ʿер̪енд̼к̱̣ярна̶̭̽ ̨̪̣̭ка̶̭е̜
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ϭϮϲ ˀаздзе̣ ϯ. Перпендыкулярнасць прамы̵ і плоскасцей

Задача 1. Плоскасці правільных трохвугольніка KMD і чатырох-
вугольніка KMNP перпендыкулярныя (рыс. 319). Знайдзіце DN, 
улічыўшы, што KM  =  a.

ˀыс͘ ϯϭϵ

ˀыс͘ ϯϮϬ

Р а ш э н н е. (KDM) ⊥ (KMN) і MN ⊥ MK, таму 
па тэарэме 12 MN  ⊥  (KDM).

MN  ⊥ MD, таму  DMN — прамавугольны.
MD = a, бо  KDM — правільны і KM = a.
MN = a, бо чатырохвугольнік KMNP — пра-

віль ны і KM  =  a.

Тады па тэарэме Піфагора

DN MD MN a a a= + = + =2 2 2 2 2.

А д к а з: a 2.

Задача 2. З пунктаў М і N канта двухграннага 
вугла ў розных яго гранях узведзены пер пен ды-
ку ляры MK і NL (рыс. 320). Вызначце велічыню 
двухграннага вугла, улічыўшы, што MN = 48 см, 
MK = 16 см, NL = 10 см і адлегласць паміж пунк-
тамі K і L роўная 50 см.

Р а ш э н н е. Няхай NL | | MA і NM | | LA. 
Тады MNLA — паралелаграм і MA = NL = 10 см, 
AL = MN = 48 см.

MA | | NL і NL  ⊥ МN, таму MA  ⊥ МN.
∠ KMA — лінейны вугал двухграннага вугла 

KMNL (MK  ⊥ МN і MA  ⊥ МN).
MN  ⊥ МK і MN  ⊥ МA, таму МN  ⊥  (KMA).
AL | | MN і МN  ⊥  (KMA), таму AL  ⊥  (KMA).
AL  ⊥  (KMA) і AK Ì (KMA), таму AL  ⊥ AK.
AL  ⊥ AK, таму  KAL — прамавугольны.

Тады па тэарэме Піфагора

AK KL AL= − = − =2 2 2 250 48 14  (см).

З трохвугольніка MKА:

cos ∠ KMA =
+ −

⋅
=

+ −
⋅ ⋅

=
MK MA AK

MK MA

2 2 2 2 2 2

2
16 10 14

2 16 10
1
2

. 

Таму ∠ KMA = 60°.

А д к а з: 60°.
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309. Ёсць прамы паралелепіпед ABCDA1B1C1D1 (рыс. 321). Назавіце яго:
а) прамыя двухгранныя вуглы; 
б) перпендыкулярныя грані.

310. Улічыўшы, што пункт T ёсць сярэдзіна канта 
QR трохвугольнай піраміды OPQR, у якой асно-
вай з’яўляецца правільны трохвугольнік PQR, а 
бакавыя канты роўныя адзін аднаму, вызначце, 
ці з’яўляецца вугал:
а) PRO лінейным вуглом двухграннага вугла PRQO;
б) PTO лінейным вуглом двухграннага вугла PRQO.

311. Ці праўдзіцца сцверджанне, што ка лі двухгран-
ны вугал aABb разбіць на два двух гранныя вуг-
лы aABγ і γABb (рыс. 322), то лі ней ны вугал 
двухграннага вугла aABb роўны суме лінейных вуг лоў двухгран-
ных вуглоў aABγ і γABb?

312. З вяршыні X трохвугольніка XYZ, старана YZ якога ляжыць у 
плоскасці b, праведзена вышыня XA і перпендыкуляр XP да плос-
ка сці b (рыс. 323). Дакажыце, што вугал XAP — лінейны вугал 
двухграннага вугла XYZP.

ˀыс͘ ϯϮϭ

ˀыс͘ ϯϮϮ ˀыс͘ ϯϮϯ ˀыс͘ ϯϮϰ

313. На рысунку 324 двухгранныя вуглы RABP і PABQ роўныя. Дака-
жыце, што кожны пункт плоскасці ABP роўнаадлеглы ад плоскас-
цей ABR і ABQ.

314. Ёсць два двухгранныя вуглы, у якіх адна грань агульная, а дзве 
іншыя грані разам складаюць плоскасць. Дакажыце, што сума гэ-
тых двухгранных вуглоў роўная 180°.

315. Усе канты трохвугольнай піраміды ABCD роўныя адзін аднаму, 
а пункт M ёсць сярэдзіна канта AC. Дакажыце, што вугал DMB 
з’яўляецца лінейным вуглом двухграннага вугла BACD.
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316. Два пункты адной грані двухграннага вугла адлеглыя ад яго канта 
на 51 см і 34 см, а першы з іх адлеглы ад другой грані на 15 см. 
Знайдзіце адлегласць да гэтай грані ад другога пункта.

317. На адной грані двухграннага вугла выбраны пункт X, адлеглы на 
36 см ад канта вугла і на 24 см ад другой яго грані. На другой 
грані гэтага вугла выбраны пункт Y, адлеглы ад першай грані на 
18 см. Знайдзіце адлегласць пункта Y ад канта вугла.

318. Плоскасць прамавугольнага трохвугольніка ABC нахілена да плос-
касці a пад вуглом у 45° (рыс. 325). Знайдзіце адлегласць вяршыні 
прамога вугла C ад плоскасці a, улічыўшы, што ∠ ABC  =  60°, 
BC  =  а.

ˀыс͘ ϯϮϱ ˀыс͘ ϯϮϲ

319. Праз гіпатэнузу AB раўнабедранага прамавугольнага трохвуголь ні-
ка ABC пад вуглом у 45° да яго плоскасці праведзена плоскасць γ, 
адлег лая ад вяршыні прамога вугла C на l (рыс. 326). Знайдзіце 
плошчу трохвугольніка ABC.

320. Большы катэт прамавугольнага трохвугольніка з вострым вуглом 
і гіпатэнузай, адпаведна роўнымі 30° і c, ляжыць у плоскасці γ, 
якая з плоскасцю трохвугольніка складае вугал у 60°. Знайдзіце:
а) адлегласць ад вяршыні большага вострага вугла трохвугольніка 
да плоскасці γ;
б) вугал паміж гіпатэнузай і плоскасцю γ.

321. Знайдзіце адлегласць ад вяршыні прамога вугла прамавугольнага 
трохвугольніка з катэтамі, роўнымі 7 см і 24 см, да плоскасці, якая 
праходзіць праз гіпатэнузу і складае з плоскасцю трохвугольніка 
вугал у 30°.

322. Асновай прамой прызмы з’яўляецца трохвугольнік MNK, у якім 
MN  = NK  =  25 см, MK  =  14 см. Праз старану MK праведзена 
плос касць пад вуглом 30° да плоскасці асновы, якая перасякае 
супрацьлеглы бакавы кант у пункце L. Знайдзіце:
а) адрэзак NL бакавога канта;  
б) плошчу атрыманага сячэння.

323. Праз старану CE трохвугольніка CDE, у якога CD  =  9 м, DE  =  6 м 
і CE  =  5 м, праходзіць плоскасць ρ, якая складае з плоскасцю 
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трохвугольніка вугал у 45°. Знайдзіце адлегласць да плоскасці ρ 
ад вяршыні D.

324. Кант CD трохвугольнай піраміды ABCD перпендыкулярны плоскас-
ці ABC, AB  = BC  = AC  =  6 і BD  =  3 7. Знайдзіце двухгранныя  
вуглы DACB, DABC, BDCA.

325. Знайдзіце двухгранны вугал ABCD трохвугольнай піраміды ABCD, 
улічыўшы, што вуглы DAB, DAC і ACB прамыя, AC  = CB  =  5 і 
DB  =  5 5.

326*. Праекцыяй прамавугольніка ABCD на плоскасць ω з’яўляецца 
квад рат ABC1D1. Знайдзіце вугал паміж плоскасцю ω і плоскасцю 
пра ма вугольніка ABCD, улічыўшы, што AB  : BC  =  1  :  2.

327*. Паралельныя прамыя AB і CD ляжаць у розных гранях двухгран-
нага вугла, роўнага 60°, а іх пункты A і D адлеглыя ад канта гэ-
тага вугла адпаведна на 16 см і 13 см. Знайдзіце адлегласць паміж 
прамымі AB і CD.

328. З пунктаў A і B канта двухграннага вугла, роўнага 120°, у роз-
ных яго гранях узведзены перпендыкуляры AC і BD да канта. 
Знайдзіце адрэзак CD, улічыўшы, што AB  = AC  = BD  =  a.

329. Бакавыя канты трохвугольнай піраміды ўзаемна перпендыкуляр-
ныя, а іх даўжыня роўная l. Знайдзіце косінус вугла, утворанага 
плоскасцю бакавой грані з плоскасцю асновы.

330. З пунктаў C і D канта двухграннага вугла, роўнага 120°, у роз-
ных яго гранях узведзены перпендыкуляры CK і DL. Знайдзіце 
даўжыню адрэзка KL, улічыўшы, што CK  =  3 см, DL  =  5 см, 
CD  =  24 см.

331. У розных гранях двухграннага вугла з пунктаў M і N яго канта 
да гэ тага канта ўзведзены перпендыкуляры MA і NB. Вызначце 
адлег ласць AB, улічыўшы, што:
а) двухгранны вугал прамы, MN  = 36 см, MA  =  18 см і NB  =  12 см;
б) двухгранны вугал роўны 120°, MN  =  12, MA  =  8, NB  =  4;
в) двухгранны вугал роўны 120°, MN  = MA  = NB  = x.

332.  Старана IJ трохвугольніка IJK, у якога IJ  = JK  = 9 см, IK  = 12 см,  
ляжыць у плоскасці ρ, а праекцыі дзвюх іншых старон трох ву голь-
ніка на гэту плоскасць адносяцца як 1  :  2. Вызначце велічыню 
двухграннага вугла, што ўтвораны плоскасцямі ρ і IJK.

333. Знайдзіце двухгранны вугал, утвораны дзвюма бакавымі гранямі 
чатырохвугольнай піраміды, асновай якой з’яўляецца квадрат са 
стараной 20 3  см, а бакавыя канты роўныя 30 см кожны.

334*. Правільныя трохвугольнікі ABC і DBC размешчаны так, што вяр-
шыня D праектуецца ў цэнтр трохвугольніка ABC. Знайдзіце ву-
гал паміж плоскасцямі гэтых трохвугольнікаў.
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335*. Адрэзак EL, які злучае вяршыню E трохвугольніка CDE з вяр-
шыняй L трохвугольніка CDL, перпендыкулярны плоскасці гэта-
га трохвугольніка. Дакажыце, што плошча трохвугольніка CDE 
роўная S ⋅ cos ϕ, дзе S — плошча трохвугольніка CDL, ϕ — вугал 
паміж плоскасцямі CDL і CDE.

336*. У трохвугольнай пірамідзе ўсе канты роўныя. Знайдзіце двухгран-
ныя вуглы гэтай піраміды.

337*. У трохвугольнай пірамідзе ўсе канты асновы роўныя a, а ўсе бака-
выя канты — b. Знайдзіце двухгранныя вуглы гэтай піраміды.

338*. У чатырохвугольнай пірамідзе ўсе канты роўныя. Знайдзіце двух-
гранныя вуглы гэтай піраміды.

339*. У чатырохвугольнай пірамідзе ўсе канты асновы роўныя a, а ўсе 
ба кавыя канты — b. Знайдзіце двухгранныя вуглы гэтай піраміды.

340. Ці праўдзіцца сцверджанне пра тое, што праз дадзены пункт мож-
на правесці плоскасць, перпендыкулярную дадзенай плоскасці? 
Колькі існуе такіх плоскасцей?

341. Ці праўдзіцца сцверджанне пра тое, што плоскасць лінейнага вуг-
ла двухграннага вугла перпендыкулярная кожнай яго грані?

342. Прамая a не перпендыкулярная да плоскасці a. Дакажыце, што 
існуе плоскасць, якая змяшчае прамую a і перпендыкулярная 
плоскасці a.

343. Агульная старана AB трохвугольнікаў ABC і ABD роўная 10 см. 
Плоскасці гэтых трохвугольнікаў узаемна перпендыкулярны. 
Знай дзіце CD, улічыўшы, што трохвугольнікі:

а) роўнастароннія;
б) прамавугольныя раўнабедраныя з гіпатэнузай AB.

344. Адрэзак даўжынёй a з канцамі на дзвюх перпендыкулярных плос-
касцях утварае з адной з іх вугал у 45°, а з другой — вугал у 
30° (рыс. 327). Знайдзіце частку лініі 
перасячэння плоскасцей, за клю  ча ную 
паміж перпендыкулярамі, апушча ны-
мі на яе з канцоў адрэзка.

345. Ёсць піраміда, у аснове якой ляжыць 
пра вільны шасцівугольнік са стараной 
12 дм, а ўсе бакавыя канты роўныя 
24 дм. Праз ся рэдзіны дзвюх сумеж-
ных старон асновы пра ведзена пло-
скасць, перпендыкулярная да асновы. 
Знайдзіце плошчу сячэння. ˀыс͘ ϯϮϳ
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Прасторавае мадэляванне

Асобным відам паралельнага праектавання, што прымяняецца ў геаметрыі 

для адлюстравання прасторавых фігур, з’яўляецца артаганальнае праекта-

ванне.

Артаганальнай праекцыяй пункта на плоскасць a  называецца пункт пе-

расячэння з гэтай  плоскасцю прамой, што праходзіць праз дадзены пункт 

перпендыкулярна плоскасці a.

Артаганальнай праекцыяй фігуры на плоскасць называецца мноства ар-

таганальных праекцый усіх пунктаў гэтай фігуры на плоскасць.

а) Знайдзіце плошчу артаганальнай праекцыі трох вугольніка з пло ш чай S 

на плоскасць a, улічыўшы, што адна з яго старон ляжыць у плоскасці a, а 

вугал нахілу пло с  касці трохвугольніка да плоскасці a роўны b (0° < b < 90°) 

(рыс. 328).

б) Рашыце папярэднюю задачу, улічыўшы, што трохвугольнік не мае з 

плоскасцю a агульных пунктаў і адна са старон трох ву голь ніка паралельная 

плоскасці a (рыс. 329).

в*) Знайдзіце плошчу артаганальнай праекцыі многавугольніка з плош-

чай S на плоскасць a, улічыўшы, што вугал нахілу плоскасці многавугольніка 

да плоскасці a роўны b (0° < b < 90°).

г*) Выкарыстаўшы вынікі рашэння задач а–в, дакажыце прасторавую 
тэарэму Піфагора: «Калі ўсе плоскія вуглы пры адной вяршыні тэтраэдра 

прамыя, то квадрат плошчы грані, супрацьлеглай гэтай вяршыні, роўны суме 

квадратаў плошчаў астатніх граняў» (рыс. 330).

Калі AJIK — трохвугольная піраміда, AJ  ⊥  IJ, AJ  ⊥ JK і JI  ⊥ KJ, 

то S S S SAIK AIJ AKJ IJK
2 2 2 2= + + .

ˀыс͘ ϯϮϵˀыс͘ ϯϮϴ ˀыс͘ ϯϯϬ
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Дадатковыя заданні да раздзела 3

346. Ёсць трохвугольная піраміда SABC, усе канты якой роўныя адзін 
аднаму. На кантах SC, SB, CB пазначаны іх сярэдзіны U, V, Y 
адпаведна, а на канце SA — адвольны пункт X. Вызначце:
а) ці перпендыкулярныя прамыя UV і YX;
б) вугал паміж прамымі UV і AY.

347. Адрэзкі AE і CF — вышыні трохвугольніка ABC, а адрэзак DK — 
перпендыкуляр да плоскасці ABC. Дакажыце, што прамыя KD і 
AC перпендыкулярныя.

348. Канты BC і AD трохвугольнай піраміды ABCD перпендыкулярныя. 
Дакажыце, што кант AD перпендыкулярны адной з сярэдніх ліній 
грані ABC.

349. Два роўныя кругі маюць адзіны агульны пункт A, праз які прахо-
дзяць дыяметры AB і AC гэтых кругоў, прычым гэтыя дыямет-
ры не ляжаць на адной прамой. Вызначце, ці перпендыкулярная 
плоскасці ABC лінія перасячэння плоскасцей, у якіх ляжаць гэ-
тыя кругі. Ці зменіцца вынік, калі кругі не будуць роўнымі?

350. У якім выпадку праз адну з дзвюх скрыжаваных прамых можна 
правесці плоскасць, перпендыкулярную другой прамой?

351. Пункты A, B, C, D з’яўляюцца сярэдзінамі кантаў TZ, XY, YZ, 
Y1Z1 прамавугольнага паралелепіпеда TXYZT1X1Y1Z1, у аснове 
якога ляжыць квадрат. Вызначце:
а) ці перпендыкулярная прамая YА плоскасці сячэння XX1DC;
б) ці перпендыкулярная прамая TB плоскасці XX1D;
в) вугал паміж прамымі AY і XD.

352. Ёсць прамавугольны трохвугольнік ABC, адзін катэт якога і 
прылег лы да яго востры вугал роўныя m і b. З вяршыні прамога 
вугла C узведзены перпендыкуляр CD, роўны n. Знайдзіце адлег-
ласць ад пункта D да прамой AB.

353. Канцы A і B адрэзкаў AA1 і BB1 належаць плоскасці a, а самі 
адрэзкі ёй перпендыкулярныя і размешчаны па адзін бок ад 
плоскасці. Знайдзіце вуглы чатырохвугольніка AA1B1B, улічыўшы, 
што:
а) AA1  = BB1; 
б) A1B1  =  2 AB;    
в) A1B1 : AB  =  3 : 2.

354. Вымярэнні AB, BC і CC1 прамавугольнага паралелепіпеда 
ABCDA1B1C1D1 роўныя a, b і c адпаведна. Знайдзіце вугал паміж 
прамымі:
а) AC і BB1; б) A1D і C1A.

Правообладатель Адукацыя і выхаванне



ϭϯϯ§ 1Ϭ. ʿер̪енд̼к̱̣ярна̶̭̽ ̨̪̣̭ка̶̭е̜

355. У правільнай шасцівугольнай прызме ABCDEFA1B1C1D1E1F1 усе 
канты роўныя a. Знайдзіце вугал паміж прамой AB і прамой:
а) B1C1;      в) A1D1;   д) F1E1;
б) B1D1;     г) C1D1;   е) D1F1. 

356. З вяршыні A трохвугольніка ABC узведзены перпендыкуляр AM, і 
пункт M злучаны з сярэдзінай D стараны BC. Дакажыце, што:
а) прамыя MD і BC перпендыкулярныя, улічыўшы, што стораны 
AB і AC роў ныя;
б) стораны AB і AC роўныя, улічыўшы, што прамыя MD і BC 
перпендыкулярныя.

357. Катэт AB прамавугольнага трохвугольніка ABC ляжыць у плос-
касці γ. Дакажыце, што плоскасць, якая праходзіць праз другі ка-
тэт і яго праекцыю на плоскасць γ, перпендыкулярная прамой AB.

358. Дакажыце, што вугал паміж прамой і плоскасцю ёсць найменшы 
з вуглоў, якія ўтварае гэта прамая з усімі прамымі плоскасці, што 
праходзяць праз пункт перасячэння прамой з плоскасцю.

359. Катэт AB прамавугольнага трохвугольніка ABC ляжыць у плоска с-
ці a. Дакажыце, што плоскасць, якая праходзіць праз другі катэт 
і яго праекцыю на плоскасць a, перпендыкулярная прамой AB. 

360. У правільнай шасцівугольнай прызме ABCDEFA1B1C1D1E1F1 усе 
канты роўныя a. Знайдзіце адлегласці паміж прамой AB  і прамой:
а) CD; в) A1B1;  д) FC;
б) DE; г) D1E1;  е) F1C1.

361. Асновай прамавугольнага паралелепіпеда з’яўляецца прама ву голь-
нік з вы мярэннямі 5 см і 12 см, а дыяганаль паралелепіпеда роўная 
13 см. Знайдзіце трэцяе вымярэнне паралелепіпеда.

362. У правільнай шасцівугольнай прызме ABCDEFA1B1C1D1E1F1 усе 
канты роўныя a. Знайдзіце адлегласці паміж прамой AB і прамой:
а) B1C1; в) A1D1;  д) F1E1;
б) B1D1; г) C1D1;  е) D1F1.

363. У правільнай трохвугольнай пірамідзе QABC плоскі вугал AQB 
пры вяршыні роўны 30°. Знайдзіце двухгранны вугал пры бака-
вым канце.

364. Плоскасці квадрата KMNP і ромба KMDF перпендыкулярныя. 
Знай дзіце FN, улічыўшы, што старана ромба і вугал KMD адпа-
ведна роўная a і 60°.

365. Ёсць піраміда, у аснове якой ляжыць правільны шасцівугольнік са 
стараной 6 см, а ўсе бакавыя канты роўныя 12 см. Праз сярэдзіны 
дзвюх сумежных старон асновы праведзена плоскасць, перпенды-
кулярная да яе. Знайдзіце плошчу сячэння.
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Праверце свае веды

1. Праекцыяй прамой на плоскасць можа быць:
а) пункт;          б) прамая;          в) адрэзак.

2. Ёсць трохвугольная піраміда SABC, усе канты якой роўныя адзін адна-
му. На кантах SC, SB, CB пазначаны сярэдзіны U, V, Y адпаведна, а на канце 
SA — адвольны пункт X. Вызначце, ці перпендыкулярныя прамыя SA і UV.

3. Ёсць трохвугольная піраміда SABC, усе канты якой роўныя адзін адна-
му. На кантах SC, SB, CB пазначаны сярэдзіны U, V, Y адпаведна, а на канце 
SA — адвольны пункт X. Вызначце вугал паміж прамымі UV і AY.

4. Вымярэнні AB, BC і CC1 прамавугольнага паралелепіпеда ABCDA1B1C1D1 
роўныя a, b і c адпаведна. Знайдзіце вугал паміж прамымі AB1 і CD1.

5. З цэнтра O акружнасці, умежанай у раўнабедраны трохвугольнік ABC з 
асновай BC і бакавой стараной AB, адпаведна роўнымі 18 см і 15 см, узведзе-
ны перпендыкуляр OX, роўны 6 см. Знайдзіце адлегласці пункта X ад старон 
трохвугольніка.

6. На плоскасці δ праведзены дзве паралельныя прамыя MN і KL, адлег-
лыя адна ад адной на a, а па-за плоскасцю δ выбраны пункт C, адлеглы ад MN 
на b і ад KL на c. Знайдзіце адлегласць ад пункта C да плоскасці δ, улічыўшы, 
што a  =  6, b  =  25, c  =  29.

7. З вяршыні большага вугла трохвугольніка са старанамі 20 см, 34 см і 
42 см узведзены перпендыкуляр да плоскасці гэтага трохвугольніка даўжынёй 
30 см. Знайдзіце адлегласць ад яго канцоў да большай стараны трохвугольніка.

8. Асновай піраміды служыць трохвугольнік са старанамі 13 см, 14 см, 
15 см. Бакавы кант насупраць сярэдняй па велічыні стараны асновы перпен-
дыкулярны плоскасці асновы і роўны 16 см. Знайдзіце велічыні двухгранных 
вуглоў пры аснове гэтай піраміды.

9. У трохвугольнай пірамідзе ўсе канты асновы роўныя a, а ўсе бакавыя 
канты — b. Знайдзіце адлегласць паміж бакавым кантам і кантам асновы, які 
не ляжыць з ім у адной плоскасці.

10.  Перпендыкуляры, апушчаныя з пунктаў C і D, узятых у розных пер-
пендыкулярных плоскасцях, на лінію іх перасячэння, адпаведна роўныя c і d, 
а адлегласць паміж іх асновамі роўная l. Знайдзіце адрэзак CD і яго праекцыі 
на кожную з плоскасцей.

Правообладатель Адукацыя і выхаванне
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§ 11. Каардынаты ў прасторы
А) Сістэма каардынат на плоскасці дазваляе ўстанавіць узаемна адна-

значную адпаведнасць паміж пунктамі плоскасці і ўпарадкаванымі парамі 
лікаў (рыс. 331). Каардынаты вы шырока выкарыстоўвалі для графічнага 
выяўлення залежнасцей, пры рашэнні сістэм ураўненняў, а таксама ў 
геаметрыі, каб геаметрычную задачу звесці да задачы алгебраічнай.

Каб увесці дэкартаву сістэму каардынат у прасторы, выберам пункт О, 
які будзе лічыцца пачаткам сістэмы каардынат, і тры папарна перпен-
дыкулярныя прамыя. Кожную з гэтых прамых зробім воссю, г. зн. на 
іх адзначым роўныя адзінкавыя адрэзкі ОА, ОВ, ОС. Першую вось на-
зываюць воссю абсцыс і абазначаюць Ох, другую вось — воссю ардынат 
і абазначаюць Оу, а трэцюю вось называюць воссю аплікат і абазнача-
юць Оz (рыс. 332). Цяпер кожнаму пункту М прасторы можна паставіць 
у адпаведнасць упарадкаваную тройку лікаў (x; y; z) — каардынаты гэтага 
пункта. Тут x — каардыната на восі Ох пункта перасячэння з гэтай воссю 
плоскасці, якая праходзіць праз пункт М перпендыкулярна восі Ох, y — 
каардыната на восі Оy пункта перасячэння з гэтай воссю плоскасці, якая 
праходзіць праз пункт М перпендыкулярна восі Оy, і z — каардыната 
пункта перасячэння з воссю Оz плоскасці, якая праходзіць праз пункт 
М перпендыкулярна восі Оz. Запіс М(a; b; c) азначае, што пункт М мае 
каардынаты (a; b; c). Зразумела, што кожнай упарадкаванай тройцы лікаў 
(a; b; c) у прасторы адпавядае пэўны пункт (рыс. 333).

ˀыс͘ ϯϯϭ ˀыс͘ ϯϯϮ ˀыс͘ ϯϯϯ

Б) Вы ведаеце, што па каардынатах канцоў А(хА; уА) і В(хВ; уВ) адрэз-
ка АВ на плоскасці можна вызначыць яго даўжыню: 

АВ  =  x x y yB A B A−( ) + −( )2 2
. 

Аналагічная формула выражае даўжыню адрэзка АВ прасторы праз 
каардынаты яго канцоў А(хА; уА; zА) і В(хВ; уВ; zB): 

АВ  =  x x y y z zB A B A B A−( ) + −( ) + −( )2 2 2
. 
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Каб даказаць гэту формулу, разгледзім плос-
ка сці, якія праходзяць праз пункты А і В пер-
пендыкулярна каардынатным восям. Атрыма-
ем, што адрэзак АВ ёсць па сутнасці дыяганаль 
прамавугольнага паралелепіпеда, канты яко-
га паралельныя каардынатным восям і маюць 
даўжыні |хВ – хА|, |уВ –  уА| і |zВ –  zA| (рыс. 334) 
(калі ж якія-небудзь з праведзеных плоскас-
цей супадуць, то паралелепіпед пераўтворыцца 
ў прамавугольнік або ў адрэзак).

Раней вы даказвалі, што каардынаты сярэдзіны адрэзка ёсць сярэднія 
арыф метычныя адпаведных каардынат яго канцоў. Гэта сцверджанне  за-
стаецца праў дзівым і ў выпадку прасторы (гл. прыклад 2 у § 6): калі А(хА; 
уА; zА), В(хВ; уВ; zB) і пункт С(хС; уС; zС) — сярэдзіна адрэзка АВ, то:

x
x x

C
A B=
+
2 , y

y y
C

A B=
+
2 , z

z z
C

A B=
+
2 .

Прыклад 1. На восі ардынат знойдзем пункт, роўнаадлеглы ад пунктаў 
Р(7; –1; 5) і К(–1; 4; –3).

Р а ш э н н е. Няхай М — шуканы пункт. Тады М(0; у; 0) і, паколькі 
МР = МК, то

 7 0 1 5 0
2 2 2−( ) + − −( ) + −( )y

 
=
 

− −( ) + −( ) + − −( )1 0 4 3 0
2 2 2y ,  

або 74  +  (1  +  у)2  =  10  +  (4 –  у)2. Адсюль у  = –4,9.

А д к а з: М(0; –4,9; 0).

Прыклад 2. Знойдзем умову, што задае геаметрычнае месца пунктаў, 
якія роўнаадлеглыя ад пачатку каардынат і ад пункта А(a; b; c).

Р а ш э н н е. Паводле геаметрычных меркаванняў шуканае мноства 
складаецца з усіх тых пунктаў, якія размешчаны на пасярэдніх перпенды-
ку лярах да адрэзка ОА. Такія пункты запаўняюць плоскасць, якая пра-
хо дзіць праз сярэдзіну адрэзка ОА і перпендыкулярная да яго. Знойдзем 
умо ву, якую праўдзяць каардынаты (x; y; z) адвольнага пункта М гэтай 
плос ка сці. Умова ОМ  = АМ азначае, што 

x y z2 2 2+ +  =  x a y b z c−( ) + −( ) + −( )2 2 2
, або 

2(ax + by  +  cz)  =  a b c2 2 2+ + .

А д к а з. Шуканае геаметрычнае месца пунктаў ёсць плоскасць, якая 

задаецца ўраўненнем ax  +  by  +  cz  =  0,5( a b c2 2 2+ + ).

Прыклад 3. Знойдзем умову, якую праўдзяць каардынаты пунктаў 
плоскасці a, што праходзіць праз пункт А(3; 1; –2) перпендыкулярна 
прамой АВ, дзе В(2; 3; 4).

ˀыс͘ ϯϯϰ
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Р а ш э н н е. Няхай М(x; y; z) — адвольны пункт плоскасці a. Тады 
з прамавугольнага трохвугольніка АВМ па тэарэме Піфагора маем: 
ВМ2  = АВ2 + АМ2. 

Паколькі ВМ2  =  x y z−( ) + −( ) + −( )2 3 4
2 2 2

, 

АВ2  =  2 3 3 1 4 2
2 2 2−( ) + −( ) + +( )   =  41, АМ2  =  x y z−( ) + −( ) + +( )3 1 2

2 2 2
,  

то x y z−( ) + −( ) + −( )2 3 4
2 2 2

  =  x y z−( ) + −( ) + +( )3 1 2
2 2 2

+  41, 

або x –  2y –  6z – 13  =  0.

А д к а з: x –  2y –  6z  – 13  =  0.

1. Як задаюць прамавугольную дэкартаву сістэму каардынат на 
плоскасці; у прасторы?

2. Як абазначаюць каардынатныя восі дэкартавай сістэмы каардынат у 
прас торы? Як іх называюць?

3. Як у выбранай дэкартавай сістэме каардынат знайсці абсцысу пэўнага 
пункта прасторы; ардынату; аплікату?

4. Як знайсці пункт прасторы, які ў выбранай дэкартавай сістэме 
каарды нат мае каардынаты (a; b; c)?

5. Дзе размяшчаецца пункт М(a; 0; 0), пункт К(0; b; 0), пункт Р(0; 0; с)?
6. Дзе размяшчаецца пункт А(a; b; 0), пункт В(0; b; с), пункт С(a; 0; с)?
7. Як знайсці адлегласць паміж пунктамі, калі вядомыя іх каардынаты?
8. Як знайсці каардынаты сярэдзіны адрэзка, калі вядомыя каардынаты 

яго канцоў?

366. Куб з кантам а размешчаны так, што тры яго канты знаходзяцца на 
восях каардынат. Знайдзіце каардынаты яго вяршынь, улічыўшы, 
што:
а) яны ўсе неадмоўныя;
б) яны ўсе недадатныя;
в) абсцысы і ардынаты неадмоўныя, а аплікаты недадатныя;
г) абсцысы і ардынаты недадатныя, а аплікаты неадмоўныя;
д) абсцысы і аплікаты неадмоўныя, а ардынаты недадатныя;
е) абсцысы і аплікаты недадатныя, а ардынаты неадмоўныя;
ж) ардынаты і аплікаты неадмоўныя, а абсцысы недадатныя;
з) ардынаты і аплікаты недадатныя, а абсцысы неадмоўныя.
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367. На рысунку 335 пададзена дэкартава 
сістэма каардынат у прасторы і паказа-
ны пункт К(1; 3; 4). У сшытку зрабіце 
падобную выяву дэкартавай сістэмы ка-
ардынат у прасторы і пакажыце пункт:
а) А(3; 1; 2);          в) С(1; –1; 2);
б) В(–1; 2; 1);        г) М(–1; 3; –2).

368. У прасторы адзначаны пункты А(–2; 4; 3)  
і В(a; b; с). Знайдзіце каардынаты праек-
цыі гэтых пунктаў:
а) на вось абсцыс;  г) на плоскасць хОу;
б) на вось ардынат;  д) на плоскасць уОz.
в) на вось аплікат;  е) на плоскасць хОz.

369. У прасторы адзначаны пункты А(2; –1; 3), В(3; 1; –5) і C(4; 3; 1). 
Знайдзіце каардынаты такога пункта D, што паралелаграмам 
з’яўляецца чатырохвугольнік:
а) ABCD; б) ABDC;      в) ADBC.

370. Вызначце, ці з’яўляецца паралелаграмам чатырохвугольнік ABCD, 
калі:
а) A(–1; 3; –4), B(–2; 3; 4), C(–5; 3; –2), D(–4; 3; –10);
б) A(1; –2; –3), B(–3; 2; 1), C(–5; 4; 3), D(–1; 3; –1);
в) A(–1; 2; –3), B(–2; 3; –4), C(5; –2; –2), D(4; –1; –3).

371. Вызначце, ці з’яўляецца прамавугольнікам чатырохвугольнік 
ABCD, калі: 
а) A(–3; –1; 10), B(–10; –8; –2), C(7; –1; –14), D(2; 6; 14);
б) A(–3; –1; 10), В(2; 6; 14), C(7; –1; –14), D(2; –8; –16);
в) A(7; –1; 14), B(–10; –3; –10), C(–3; –1; 10), D(14; –5; 6).

372. Вызначце, ці з’яўляецца ромбам чатырохвугольнік ABCD, калі: 
а) A(4; 2; 1), B(3; 6; 7), C(0; 2; 5), D(5; 6; 4);
б) A(–1; 2; 0), B(0; 2; 5), C(5; 6; 4) D(4; 2; 1);
в) A(6; 5; 4), B(–2; 3; –4), C(4; 2; 1), D(2; 1; 0).

373. Вызначце, ці з’яўляецца квадратам чатырохвугольнік ABCD, калі: 
а) A(4; 1; 3), B(3; 2; 5), C(6; 5; 5), D(7; 4; 3);
б) A(6; –1; 4), B(5; 1; 5), C(–2; –1; –2), D(–1; –11; 7);
в) A(–50; –1; 40), B(–13; –11; –19), C(54; –1; –38), D(17; 9; 21).

374. У прасторы адзначаны пункты А(2; –1; 3) і В(a; b; с). Знайдзіце 
каардынаты пунктаў, сіметрычных дадзеным адносна:
а) пачатку сістэмы каардынат;  д) восі аплікат;
б) пункта М(–1; 3; –2);   е) плоскасці хОу;
в) восі абсцыс;    ж) плоскасці хОz;
г) восі ардынат;    з) плоскасці уОz.

ˀыс͘ ϯϯϱ

§ 11. ʶаард̼нат̼ ̲ ̪ра̭т̨р̼
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375. Знайдзіце адлегласць ад пункта А(3; –1; 4):

а) да пачатку сістэмы каардынат;  д) да восі аплікат;
б) да пункта М(–1; –4; –8);  е) да плоскасці хОу;
в) да восі абсцыс;    ж) да плоскасці хОz;
г) да восі ардынат;    з) да плоскасці уОz.

376. Знайдзіце пункт, роўнаадлеглы ад пунктаў А(3; –2; 5) і В(–1; 4; –3), 
які размешчаны:

а) на восі абсцыс; б) на восі аплікат.

377. Знайдзіце пункт, роўнаадлеглы ад пунктаў А(2; –3; 3) і В(–2; 3; 3), 
які размешчаны:

а) на восі абсцыс; б) на восі ардынат.

378. Знайдзіце пункт, адлегласць ад якога да пункта М(–2; 3; 5) удвая 
меншая за адлегласць да пункта К(4; –10; –4), улічыўшы, што ён 
размешчаны:

а) на восі абсцыс;  б) на восі ардынат;  в) на восі аплікат.

379. Прамая праходзіць праз пачатак сістэмы каардынат і пункт  
С(4; –3; 12). Знайдзіце вуглы, што ўтварае гэта прамая:

а) з воссю абсцыс;  г) з плоскасцю хОу;
б) з воссю ардынат;  д) з плоскасцю хОz.
в) з воссю аплікат;  е) з плоскасцю уОz.

380. Прамая праходзіць праз пункты В(8; –3; 7) і С(5; 1; 7). Знайдзіце 
вуглы, што ўтварае гэта прамая:

а) з воссю абсцыс;  г) з плоскасцю хОу;
б) з воссю ардынат;  д) з плоскасцю хОz.
в) з воссю аплікат;  е) з плоскасцю уОz.

381. Знайдзіце ўмову, якую праўдзяць каардынаты пунктаў плоскасці, 
што праходзіць праз пункт В(2; 3; –2) перпендыкулярна:

а) восі абсцыс;   в) восі аплікат;
б) восі ардынат;   г) прамой АВ, дзе А(4; 1; –2).

§ 12. Вектар. Дзеянні над вектарамі
А) З вектарамі вы сустрэліся ў курсе фізікі дзявятага класа пры знаём-

стве з вектарнымі велічынямі. Фізічная велічыня з’яўляецца вектарнай, 
калі яна характарызуецца не толькі лікавым значэннем, а і кірункам. 
Такія велічыні, як сіла, скорасць і іншыя, выяўляюць накіраванымі 
адрэз ка мі. Даўжыня накіраванага адрэзка (стрэлкі) характарызуе лікавае 
значэнне вектарнай велічыні (яе модуль).
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Асаблівасцю паняцця вектар з’яўляецца тое, што ўсе асноўныя азна-
чэнні і ўласцівасці, звязаныя з гэтым паняццем, фармулююцца амаль 
аднолькава як у планіметрыі, так і ў стэрэаметрыі.

Вектар у геаметрыі выяўляецца накіраваным адрэзкам (рыс. 336), 
пачатак якога лічыцца пачаткам вектара, а канец — канцом вектара. 

ˀыс͘ ϯϯϲ

ˀыс͘ ϯϯϳ ˀыс͘ ϯϯϴ

Гэта нагадвае сітуацыю з дробамі: пэўны лік можа выражацца рознымі 

дробамі, напрыклад, дробы 
1
2

, 
2
4

, 
29
58

 выражаюць адзін і той жа лік. 

Дробы 
a
b

 і 
c
d

 роўныя тады і толькі тады, калі ad  =  bc.

Калі вектар a
��

 выяўляецца накіраваным адрэзкам AB
� ���

, то кажуць, 

што гэты вектар адкладзены ад пункта А. Вектар можна, і пры гэтым 

адна значна, адкласці ад любога пункта. 

Вектар, які выяўляецца накіраваным адрэзкам AA
� ���

, называюць нуля-

вым: AA
� ���

,  =  0. Вектары, што выяўляюцца накіраванымі адрэзкамі AB
� ���

 і 

BA
� ���

, называюць супрацьлеглымі і пішуць BA
� ���

  = – AB
� ���

.

Калі ненулявыя вектары a
��

 і b


 адкладзены ад аднаго пункта: a AB b AC
�� � ��� � � ���
= =, , 

a AB b AC
�� � ��� � � ���
= =, , то вугал ВАС называецца вуглом паміж вектарамі a

��
 і b


.

Ненулявыя вектары AB
� ���

 і CD
� ���

 называюць калінеарнымі, калі прамыя 

АВ і CD паралельныя або супадаюць. Нулявы вектар лічыцца калінеарным 

з любым вектарам.

Адлегласць паміж пачаткам накіраванага адрэзка і яго 
канцом лічыцца даўжынёй вектара. 

Накіраваныя адрэзкі AB
� ���

 і CD
� ���

 выражаюць адзін век-

тар, калі яны аднолькава накіраваны і маюць аднолька-

вую даўжыню (рыс. 337). У такім выпадку гавораць, што 

вектары AB
� ���

 і CD
� ���

 роўныя, і пішуць AB
� ���

  =  CD
� ���

. Вектары 

AB
� ���

 і CD
� ���

 роўныя тады і толькі тады, калі супадаюць 

сярэдзіны адрэзкаў AD і BC (рыс. 338). 
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Вектары можна складваць і множыць на лік. Каб скласці вектары 

AB
� ���

 і CD
� ���

, можна адзін з іх замяніць роўным яму вектарам з тым, каб 

канец пер шага накіраванага адрэзка супадаў з пачаткам другога:

 AB CD AB BK
� ��� � ��� � ��� � ����

+ = + , 

і тады сума вектараў выяўляецца накіраваным адрэзкам AK
� ����

 (рыс. 339).

Складанне вектараў мае перамяшчальную ўласцівасць, г. зн. a b b a
�� � � ��
+ = + , 

спалучальную ўласцівасць, г. зн. a b c a b c
�� � � �� � �
+ +( ) = +( ) + , акрамя таго, ураў-

нен не a x b
�� �� �
+ =  заўсёды мае адзінае рашэнне, якое называюць рознасцю 

вектараў b


 і a
��

: x
��
  =  b



 –  a
��

 (рыс. 340).

Здабыткам вектара a
��

 на лік k з’яўляецца такі вектар k a
��

, што, па-

першае, вектары k a
��

 і a
��

 аднолькава накіраваны пры k >  0 і 

супрацьскіраваны пры k <  0, і, па-другое, даўжыні вектараў k a
��

 і a
��

 звя-

заны роўнасцю ka k a
�� ��
= ⋅  (рыс. 341). Вектары a

��
 і k a

��
 з’яўляюцца 

калінеарнымі. Пры гэтым праўдзіцца роўнасць m n a m na⋅( ) = ( )�� ��
. Калі 

k  =  0, то здабыткам k a
��

 з’яўляецца нулявы вектар.

C

D

A

B
K

CDAB +

ˀыс͘ ϯϯϵ

a

b x

ˀыс͘ ϯϰϬ ˀыс͘ ϯϰϭ

З дзеяннем множання вектара на лік звязваюцца дзве размеркаваль-

ныя ўласцівасці — k a b ka kb
�� � �� �
+( ) = +  і m n a ma na+( ) = +

�� �� ��
.

Б) Калі вектары a
��

 і b


 калінеарныя, то адзін з іх можна выразіць 

праз другі: або a
��
  = п b



, або b


  = т a
��

 пры пэўных ліках т і п.
Для любых двух вектараў існуе плоскасць, якой яны паралельныя. 

Вектары, паралельныя адной плоскасці, называюць кампланарнымі. Калі 

вектары a
��

 і b


 некалінеарныя, то любы вектар c


, кампланарны з імі, 

можна адназначна выразіць праз вектары a
��

 і b


: c


  = т a
��
  + п b



 (рыс. 342).

Праўдзіцца і адваротнае сцверджанне: калі вектары a
��

, b


 і c


 звязаны 

роўнасцю c


  = т a
��
  + п b



, то яны кампланарныя.
Сапраўды, калі вектары a

��
, b


 і c


 выразіць накіраванымі адрэз камі з 

агульным пачаткам a
��
  =  OA
� ���

, b


  =  OB
� ���

, c


  =  OC
� ���

 (рыс. 343), то  

т a
��
  + п b



  =  OA1

� ����
  +  OB1

� ����
, таму пункты O, A, A1, B, B1 і C знаходзяцца ў 

плоскасці OAB.

Правообладатель Адукацыя і выхаванне



ϭϰϯ§ 12. Вектар. Дзеянні над вектарамі

Т э а р э м а  1. Калі вектары a
�
, b


 і c


 некампланарныя, то для любо-
га вектара d

�����
 існуе такая адзіная ўпарадкаваная тройка рэчаісных 

лікаў (m, n, k), што d
�����
  = m a



  + n b


  +  k c


.

Доказ. Спачатку дакажам існаванне патрэбных лікаў. Выразім векта-

ры a
��

, b


, c


 і d
��

 накіраванымі адрэзкамі з агульным пачаткам a
��
  =  OA
� ���

, 

b


  =  OB
� ���

, c


  =  OC
� ���

, d
��
  =  OD
� ���

. Праз пункт D правя дзём прамую l паралель-

на OC, і няхай D1 — пункт перасячэння прамой l з плоскасцю OAB (рыс. 

344). Тады OD
� ���

  =  OD1

� ����
  +  D D1

� �����
. Паколькі вектар OC

� ���
 ненулявы і вектары 

OC
� ���

 і D D1

� �����
 калінеарныя, то існуе такі лік k, што D D1

� �����
  =  k OC

� ���
. А паколькі 

вектары OA
� ���

, OB
� ���

 і OD1

� ����
 кампланарныя, а вектары OA

� ���
 і OB
� ���

 некалінеарныя, 

то існуюць такія лікі m і n, што OD1

� ����
  = m OA

� ���
  + n OB

� ���
. Таму

 OD
� ���

  =  OD1

� ����
  +  D D1

� �����
  = m OA

� ���
  + n OB

� ���
  +  k OC

� ���
.

Цяпер дакажам адзінасць выяўлення. Дапусцім, што існуе дзве роз-

ныя ўпарадкаваныя тройкі лікаў (m, n, k) і (m1, n1, k1), пры якіх 

OD
� ���

  = m OA
� ���

  + n OB
� ���

  +  k OC
� ���

 і OD
� ���

  = m1 OA
� ���

  + n1 OB
� ���

  +  k1 OC
� ���

. Тады 

m OA
� ���

  + n OB
� ���

  +  k OC
� ���

  = m1 OA
� ���

  + n1 OB
� ���

  +  k1 OC
� ���

 і 

(m1 – m) OA
� ���

  +  (n1 – n) OB
� ���

  +  (k1 –  k) OC
� ���

  =  0


. 

ˀыс͘ ϯϰϰ

ˀыс͘ ϯϰϮ ˀыс͘ ϯϰϯ

Калі тройкі лікаў (m, n, k) і (m1, n1, k1) розныя, 

то лікі на адпаведных месцах не могуць усе супа-

даць. Няхай, напрыклад, k ≠ k1. У гэтым вы падку 

з апошняй роўнасці можна выразіць вектар OC
� ���

: 

OC
m m
k k

OA
n n
k k

OB
� ��� � ��� � ���

=
−
−

+
−
−

1

1

1

1
. Апошняя роўнасць 

азначае, што вектары a
��
  =  OA
� ���

, b


  =  OB
� ���

 і c


  =  OC
� ���

 

кампланарныя. Атрыманая супярэчнасць з умо вай 

азначае, што зробленае дапушчэнне пра існаванне 

дзвюх розных троек лікаў непраўдзівае.

0
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Вынік 1. З чатырох любых вектараў прасторы адзін можа быць выра-
жаны праз тры іншыя.

Сапраўды, калі сярод зададзеных чатырох вектараў прасторы ёсць тры 
некампланарныя, то чацвёрты вектар можна праз гэтыя тры выразіць. 
Далей, калі сярод зададзеных чатырох вектараў прасторы любыя тры кам-
планарныя, то можа знайсціся сярод іх два некалінеарныя, або любыя два 
вектары калінеарныя. У першым выпадку праз гэтыя два некалінеарныя 
вектары можна выразіць трэці і да гэтага выразу дадаць чацвёрты, па-
множаны на нуль. У другім выпадку адзін з вектараў можна выразіць 
праз другі і потым дадаць да гэтага выразу два астатнія вектары, памно-
жаныя на нуль.

Такім чынам, цяпер вы ведаеце, што з двух калінеарных вектараў 
адзін мо жа быць выражаны праз другі, з трох кампланарных вектараў 
адзін мо жа быць выражаны праз два іншыя, а з чатырох любых вектараў 
адзін мо жа быць выражаны праз тры іншыя.

Прыклад 1. На кранштэйне, што складаецца з падкосіны СВ і расцяж-
кі АВ, падвешаны груз. Кранштэйн прымацаваны да вертыкальнай сцяны 
АС, расцяжка займае гарызантальнае становішча (рыс. 345). Знойдзем 
сілы, якія дзейнічаюць на падкосіну і расцяжку, калі вугал паміж імі 
роўны a, а вага грузу роўная Р.

Р а ш э н н е. Сіла цяжару выражаецца вектарам BF
� ���

, накіраваным уніз 
па вертыкалі. Выявім яго сумай вектараў, якія калінеарны вектарам AB

� ���
 

і CB
� ���

. Для гэтага пабудуем паралелаграм BQFG з дыяганаллю BF, стораны 
якога размешчаны на прамых AB і CB (рыс. 346).

ˀыс͘ ϯϰϱ ˀыс͘ ϯϰϲ

Паколькі вуглы BGF і АВС з’яўляюцца ўнутранымі накрыжлеглымі 
пры паралельных прамых GF і АВ і сякучай BG, то ў прамавугольным 
трохвугольніку BFG вугал BGF роўны a і катэт BF роўны Р. Таму 

FG = BF ctg a і BG
BF

=
sin

.
α

А д к а з. Пад уздзеяннем грузу падкосіна сціскаецца з сілай 
P

sin
,

a
 а 

расцяжка расцягваецца з сілай Р ctg a.
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Прыклад 2. У правільнай чатырохвуголь-
най пірамідзе SABCD пункты К і М — 
сярэдзіны кантаў SD і SC адпаведна. Плос-
касць, што праходзіць праз пункты D і М 
паралельна прамой АК, перасякае прамую 
SB у пункце Р (рыс. 347). Знойдзем адносіну 
SР : РB.

Р а ш э н н е. Паколькі SA SC SB SD
� ��� � ��� � ��� � ����

+ = + , 

то векта ры SB
� ���

, SC
� ���

 і SD
� ���

 цалкам вызначаюць 

піраміду. Паколькі вектары SP
� ���

 і SB
� ���

 калі-

неар ныя, то вектар SP
� ���

 можна выразіць праз 

SB
� ���

: SP
� ���

  =  а SB
� ���

 пры пэўным ліку а. Вектар 

SP
� ���

можна выразіць праз вектары SB
� ���

, SC
� ���

 і 

SD
� ���

, выкарыстаўшы тое, што пункт Р знаходзіцца ў плоскасці, якая пра-

хо дзіць праз пункты D і М па ра лельна прамой АК. Вектар MP
� ����

 кампланар-

ны з вектарамі DM
� ����

 і AK
� ����

, таму MP
� ����

  = х DM
� ����

  +  у AK
� ����

 пры пэўных множні-

ках х і у. Выразім вектары SM
� ����

, DM
� ����

 і AK
� ����

 праз вектары SB
� ���

, SC
� ���

 і SD
� ���

.

Маем:

 SM
� ����

 = 
1
2

SC
� ���

, DM
� ����

 = SM
� ����

 – SD
� ���

 = 
1
2

SC
� ���

 – SD
� ���

, 

AK
� ����

 = SK
� ���

 – SA
� ���

 = 
1
2

SD
� ���

 –  SB SD SC
� ��� � ��� � ���

+ −( )  = SC
� ���

 – SB SD
� ��� � ���

-
1
2

. 

Таму

 SP
� ���

 = SM
� ����

 + MP
� ����

 = 
1
2

SC
� ���

 +  x SC SD y SC SB SD
1
2

1
2

� ��� � ��� � ��� � ��� � ���
−






 + − −






 =

= − + + +





 − +






ySB

x
y SC x

y
SD

� ��� � ��� � ���1
2 2 2

.

Улічым цяпер тое, што праз некампланарныя вектары SB
� ���

, SC
� ���

 і SD
� ���

 

кожны вектар прасторы, у тым ліку і вектар SP
� ���

, выражаецца адзіным 
спосабам. Таму павінны адначасова выконвацца ўмовы: а  =  –у,  
1
2
  + 

x
2
  +  у  =  0, х  + 

y
2
  =  0. Адсюль атрымліваем, што а  = 

2
3

. А паколькі  

SР  : SB  =  2  :  3, то SР  : РB  =  2  :  1.

А д к а з: 2  :  1.

В) Няхай у прасторы выбрана дэкартава сістэма каардынат Oxyz. 

З кожным пунктам М прасторы можна звязаць вектар OM
� ����

. Гэта адпа-

веднасць паміж пунктамі прасторы і вектарамі з’яўляецца ўзаемна адна-
значнай: розным пунктам адпавядаюць розныя вектары з пачаткам О і 

ˀыс͘ ϯϰϳ
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канцамі ў гэтых пунктах, і розным вектарам адпавядаюць розныя пункты 
прасторы.

Будзем гаварыць, што вектар a
��

 мае каардынаты (m, n, k) у дэкарта-

вай сістэме каардынат Oxyz, калі a
��
  =  OA
� ���

 і пункт А мае каардынаты 

(m, n, k). Гэта будзем запісваць: a
��

(m, n, k).

Т э а р э м а  2. Калі А(xA; yA; zA), B(xB; yB; zB), то AB
� �� ���� �

 (xB – xA; 
yB – yA; zB –  zA).

Доказ. Няхай зададзена дэкартава сістэма каардынат Oxyz і А(xA; yA; zA), 

B(xB; yB; zB). Няхай таксама AB
� ���

  =  OM
� ����

 і М(xМ; yМ; zМ). Трэба даказаць, 

што xМ  = xB – xA, yМ  =  yB –  yA і zМ  =  zB –  zA.

Паколькі AB
� ���

  =  OM
� ����

, то сярэдзіны адрэзкаў АМ і ВО супадаюць. 

Сярэдзіна адрэзка АМ мае каардынаты 
x x y y z zA M A M A M+ + +





2 2 2

; ; , а сярэ-

дзі на адрэзка ВО — каардынаты 
x y zB B B+ + +







0
2

0
2

0
2

; ; . Атрымліваем:

xA  + xМ  = xB, yA  +  yМ  =  yB, zA  +  zМ  =  zB. 
Адсюль: 

xМ  = xB – xA, yМ  =  yB –  yA і zМ  =  zB –  zA.

Т э а р э м а  3. Калі a


(xa; ya; za), b


(xb; yb; zb), то a


  +  b


(xa  + xb; 
yа  + yb; za  +  zb), k a



(kxa; kya; kza).

Доказ. Няхай зададзена дэкартава сістэма каардынат Oxyz і a
��
  =  OA
� ���

(xa; ya; za), a
��
  +  b



  =  c


  =  OC
� ���

(xс; yс; zс) (рыс. 348). Паколькі

 b


  =  OC
� ���

 –  OA
� ���

, то b


  =  AC
� ���

. 

Па тэарэме 2 атрымліваем: 

xb  = xc – xa, yb  =  yc –  ya і zb  =  zc –  za. 
Таму

 xc  = xa  + xb, yc  =  ya  +  yb і zc  =  za  +  zb. 

Значыць, вектар a
��
  +  b



 мае каардынаты (xa  + xb; yа  +  yb; za  +  zb).

Дакажам другое сцверджанне тэарэмы 3. Няхай напачатку k > 0 і 

k a
��
 = OA1

� ����
(x1; y1; z1). Параўнаем аднайменныя, напрыклад, першыя каар-

дынаты вектараў a
��

 і k a
��

. Для гэтага праз пункты А і А1 правядзём 

плоскасці, паралельныя плоскасці yOz (рыс. 349), якія перасякаюць вось 
Ox у пунктах Р і Р1. З падобнасці трохвугольнікаў ОАР і ОА1Р1 вынікае, 
што x1  =  kxа. Аналагічна атрымліваецца, што y1  =  kyа і z1  =  kzа.
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Калі ж k < 0, то тыя самыя разважанні праводзяцца для рысунка 350.
Вектары i



(1; 0; 0), j


(0; 1; 0), k


(0; 0; 1) называюць адзінкавымі 
каардынатнымі вектарамі.

Вынік 2. Калі a
��

 (xa; ya; za), то a
��
= xa i



  + ya j


  +  za k


. 

Прыклад 3. Ёсць паралелепіпед ABCDA1B1C1D1. 

Пунк ты М і N — сярэ дзіны адрэзкаў СС1 і А1С1 адпа-

ведна (рыс. 351). Выразім:

а) вектары CD1

� ����
, AM
� ����

 і BN
� ����

 праз вектары AD
� ����

, AB
� ���

 і AA1

� ����
;

б) вектары AD
� ����

, AB
� ���

 і AA1

� ����
 праз вектары CD1

� ����
, AM
� ����

 і BN
� ����

.

Р а ш э н н е. а) Маем:

CD1

� ����
 = CD
� ���

 + DD1

� �����
 = – AB
� ���

 +  AA1

� ����
; 

AM
� ����

 =  AB
� ���

 + BC
� ���

 + CM
� ����

 =  AB
� ���

 +  AD
� ����

 + 
1
2 1⋅ AA
� ����

; 

BN
� ����

 = BA
� ���

 +  AA1

� ����
 +  A N1

� �����
 = – AB
� ���

 +  AA1

� ����
 + 

1
2 1 1⋅ A C
� �����

 = 

  = – AB
� ���

 +  AA1

� ����
 +  1

2 1 1 1 1⋅ +( )A B A D
� ����� � ������

 =  -
1
2

AB
� ���

 +  AA1

� ����
 +  1

2
⋅ AD
� ����

.

б) Будзем разглядаць атрыманыя роўнасці – AB
� ���

 +  AA1

� ����
 = CD1

� ����
,  

AB
� ���

 +  AD
� ����

 +  1
2 1⋅ AA
� ����

 =  AM
� ����

, -
1
2

AB
� ���

 +  AA1

� ����
 +  1

2
⋅ AD
� ����

 = BN
� ����

 як сістэму ўмоў, з 

якой трэба знайсці AD
� ����

, AB
� ���

 і AA1

� ����
. З першай умовы выразім AA1

� ����
 і 

 вы клю  чым  AA1

� ����
 з дзвюх іншых:

AA1

� ����
 = AB
� ���

 + CD1

� ����
, 

3
2
⋅ AB
� ���

 + AD
� ����

 + 1
2 1⋅CD
� ����

 = AM
� ����

, 
1
2

AB
� ���

 + CD1

� ����
 + 1

2
⋅ AD
� ����

 = BN
� ����

. 

ˀыс͘ ϯϰϴ ˀыс͘ ϯϱϬˀыс͘ ϯϰϵ

ˀыс͘ ϯϱϭ
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Цяпер з апошняй роўнасці выразім AD
� ����

 і выключым AD
� ����

 з папя-

рэдняй:

AD
� ����

  =  2 BN
� ����

 –  AB
� ���

 –  2 CD1

� ����
, 

1
2
⋅ AB
� ���

  +  2 BN
� ����

 –  3
2 1⋅CD
� ����

  =  AM
� ����

. 

Далей можна паступова выразіць AB
� ���

, AD
� ����

 і AA1

� ����
 праз вектары  

CD1

� ����
, AM
� ����

 і BN
� ����

: AB
� ���

  =  2 AM
� ����

 –  4 BN
� ����

  +  3 CD1

� ����
, AD
� ����

  = –2 AM
� ����

  + 

ˀыс͘ ϯϱϮ

+  6 BN
� ����

 –  5 CD1

� ����
, AA1

� ����
  =  2 AM

� ����
 –  4 BN

� ����
  +  4 CD1

� ����
.

Прыклад 4. Праз дыяганаль BC1 грані трохвуголь-
най прызмы ABCA1B1C1 праведзена плоскасць так, што 
яна перасякае дыяганалі AB1 і CA1 граняў у пунк тах P 
і Q адпаведна (рыс. 352). Знойдзем адносіну PQ : BC1, 
улічыўшы, што PQ  BC1.

Р а ш э н н е. Вектары AB AC AA
� ��� � ��� � ����

, i 1 некампланар-

ныя, таму праз іх можна выразіць вектары BC1

� ����
 і PQ
� ���

.

BC1

� ����
  =  − + +AB AC AA

� ��� � ��� � ����
1. 

Улічым, што QC
� ���

 і CA1

� ����
 калі не ар ныя. Значыць, існуе такі лік р, што 

QC p CA
� ��� � ����

= ⋅ 1 . Аналагічна, існуе такі лік q, што PA q AB
� ��� � ����

= ⋅ 1. Акрамя таго, 

CA1

� ����
  = – AC AA

� ��� � ����
+ 1  і AB1

� ����
  =  AB AA
� ��� � ����

+ 1 . 

Значыць, 

PQ PA AC QC q AB AA AC p
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ���� � ���

= + − = ⋅ +( ) + − ⋅ −1 AAC AA
� ��� � ����

+( ) =1  

= ⋅ + +( ) ⋅ + −( ) ⋅q AB p AC q p AA
� ��� � ��� � ����

1 1. 

З умовы вынікае, што вектары PQ
� ���

 і BC1

� ����
 калінеарныя. Таму

 PQ kBC
� ��� � ����

= 1   =  k AB AC AA⋅ − + +( )� ��� � ��� � ����
1  пры пэўным k. 

А паколькі q AB p AC q p AA⋅ + +( ) ⋅ + −( ) ⋅
� ��� � ��� � ����

1 1   = k AB AC AA⋅ − + +( )� ��� � ��� � ����
1  

і ўлічыўшы адназначнасць раскладання вектара па трох некампла-

нарных вектарах, атрымліваем, што q  = –k, p  +  1  =  k, q  -  p  =  k. Адсюль 

знаходзім k  = 
1
3

.

А д к а з: PQ  : BC1  =  1  :  3.
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1. Што сабой уяўляе вектар? Якія вектары лічацца роўнымі?

2. Якія вектары лічацца супрацьлеглымі? Які вектар называюць нулявым?

3. Як абазначаецца складанне вектараў?

4. Якія ўласцівасці мае дзеянне складання вектараў?

5. Што называецца рознасцю вектараў?

6. Як абазначаецца дзеянне множання вектара на лік?

7. Якія ўласцівасці мае дзеянне множання вектара на лік?

8. Якія вектары называюцца калінеарнымі?

9. Якую ўласцівасць маюць калінеарныя вектары?

10. Якія вектары называюцца кампланарнымі?

11. Якую ўласцівасць маюць кампланарныя вектары?

12. Якую ўласцівасць маюць некампланарныя вектары?

13. Як абазначаюцца каардынаты вектара?

14. Як знайсці каардынаты вектара, выражанага накіраваным адрэзкам?

15. Як знайсці каардынаты сумы вектараў?

16. Як знайсці каардынаты здабытку вектара на лік?

17. Якая ёсць сувязь паміж каардынатамі вектара і адзінкавымі каар ды-
нат нымі вектарамі?

382. Ёсць паралелепіпед ABCDA1B1C1D1 (рыс. 353). 
Укажыце вектары з канцамі ў вяршынях 
паралелепіпеда, якія роўныя вектарам:

а) AB
� ���

,  B B1

� ����
,  A B1

� ����
, DB
� ���

, D C1

� ����
;

б) AB
� ���

 +  A D1 1

� ������
, AB
� ���

 +  CD1

� ����
,

   A B1

� ����
 +  C D1 1

� �����
, DB
� ���

 +  CC1

� ����
, D C1

� ����
 +  BA1

� ����
;

в) AB
� ���

 –  D A1

� �����
, BC
� ���

 –  AA1

� ����
, A B1

� ����
 +  CC1

� ����
,

   DB
� ���

 –  DA1

� ����
, D C1

� ����
 –  AD
� ����

.

383. Перанясіце рысунак 354 у сшытак.

а) Адкладзіце ад пункта М вектары a
��

 і b


, знайдзіце даўжыні гэтых 
вектараў і вугал паміж імі;

б) ад пункта К адкладзіце вектары c


 і -d
��

, знайдзіце даўжыні гэтых 
вектараў і вугал паміж імі;

ˀыс͘ ϯϱϯ
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ˀыс͘ ϯϱϰ

в) пабудуйце вектар a b
�� �
+ , знайдзіце яго даў жыню і вугал паміж 

сумай і кожным склад нікам;
г) пабудуйце вектар c d

� ��
-  і знайдзіце яго даў жы ню.

ˀыс͘ ϯϱϱ

ˀыс͘ ϯϱϲ ˀыс͘ ϯϱϳ

384. Нарысуйце паралелепіпед ABCDA1B1C1D1. Улі чыў шы, што BC
� ���

 = a
��

, 

B A1

� ����
  =  b



, C D1 1

� �����
  =  c



, па ка жыце на рысунку вектар:

а) a b
�� �
+ ;         в) b a

� ��
- ;         д) a b c

�� � �
+ − .

б) b c
 

+ ;          г) c b
 

- ;        

385. Дыяганалі паралелаграма ABCD перасякаюцца ў пункце О. OA a OB b
� ��� �� � ��� �

= =, 

OA a OB b
� ��� �� � ��� �

= =, (рыс. 355). Праз век тары c


  і  b


 выразіце вектар:

а) CO
� ���

;           в) BD
� ����

;          д) AB
� ���

;  

б) CA
� ���

;           г) BC
� ���

;           е) CD
� ���

.

386. У трохвугольніку АВС пункты М і К — сярэ дзі ны адрэзкаў АВ і 
ВС (рыс. 356). Выразіце:

а) вектары AK AC
� ���� � ���

i  праз вектары BM BK
� ���� � ����

i ;

б) вектары BM BK
� ���� � ����

i  праз вектары AK AC
� ���� � ���

i .

387. Ёсць трохвугольная прызма ABCA1B1C1 (рыс. 357). Укажыце вектар 
з канцамі ў вяр шы нях прызмы, які роўны вектару x

��
, калі:

а) AA x B C BA1 1

� ���� �� � ���� � ���
− + = ;       в) BC x AB BA x CA1 1 1

� ���� �� � ���� � ��� �� � ����
+ = = − + .

б) BC x AB BA1 1

� ���� �� � ���� � ���
+ + = ; 
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388. Асновай піраміды SABCD з’яўляецца паралелаграм. Ці праўда, 
што:

а) SB SA SC SD
� ��� � ��� � ��� � ���

− = − ;         б) SB SC DA
� ��� � ��� � ���

− = ?

389. Дакажыце, што для любых чатырох пунктаў A, B, C, D прасторы 
выконваецца роўнасць AC BD AD BC

� ��� � ���� � ���� � ���
+ = + .

390. Асновай піраміды SABCD з’яўляецца трапецыя, пункт О — сярэдзі-

на яе сярэдняй лініі. Дакажыце, што SA SB SC SD SO
� ��� � ��� � ��� � ��� � ���

+ + + = ⋅4 .

391. Пункты M, N, P, Q — сярэдзіны кантаў пры аснове чатырохву-
гольнай піраміды SABCD. Дакажыце, што

 SA SB SC SD SM SN SP SQ
� ��� � ��� � ��� � ��� � ���� � ��� � ��� � ���

+ + + = + + + .

392. У прасторы выбраны пункты A, B, C, D, пункты M і N — сярэдзіны 

адрэзкаў AB і CD. Дакажыце, што AC BD BC AD MN
� ��� � ���� � ��� � ���� � �����

+ = + = ⋅2 .

393. Нарысуйце два накіраваныя адрэзкі AB
� ���

 і CD
� ���

. Пабудуйце вектар:

а) –2 AB
� ���

; в) 
1
4

3
4

⋅ + ⋅AB CD
� ��� � ���

;   д) 
4
3

1
3

⋅ − ⋅ ⋅AB k CD
� ��� � ���

.

б) 
1
2
⋅CD
� ���

; г) 
3
4

1
4

⋅ + ⋅AB CD
� ��� � ���

;           

394. Дыяганалі куба ABCDA1B1C1D1 (рыс. 358) 
перасякаюцца ў пункце О. Знайдзіце лік k, 
улічыўшы, што праўдзіцца роўнасць:

а) AB
� ���

  =  k· CD
� ���

; в) D B k BO1

� ���� � ���
= ⋅ .

б) C O k AC1 1

� ���� � ����
= ⋅ ; 

395. Дакажыце, што рознасць вектараў a
��

 і b


 
роўная вектару a b

�� �
+ −( ).

396. Спрасціце выраз:

а) a b a b a
�� � �� � ��
− − + −2 3 2( ) ( ); б) − +( ) + − +( ) − − + +( )p q r p q p q r

�� � � �� � �� � �
5 2 3 7 2 .

397. Вядома, што пункты A, B, C і D не ляжаць на адной прамой і 
AB
� ���

  =  k CD
� ���

. Ці могуць прамыя AC і BD быць скрыжаванымі? 
Пры якім значэнні k прамыя AC і BD:
а) паралельныя; б) перасякаюцца?

398. У прасторы выбраны пункты A і B. Дакажыце, што для любых 

пунк таў P і Q вектары k PA k PB⋅ + −( ) ⋅
� ��� � ���

1  і PQ
� ���

  +  k QA k QB⋅ + −( ) ⋅
� ��� � ���

1  
су па даюць.

399. У прасторы выбраны пункты A, B і С. Дакажыце, што калі М — 
пункт перасячэння медыян трохвугольніка ABC, то для любога 

пунк та P прасторы выконваецца роўнасць PM PA PB PC
� ���� � ��� � ��� � ���

= ⋅ + +( )1
3

.

ˀыс͘ ϯϱϴ
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400. На кранштэйне, што складаецца з пад косі ны АВ і расцяжкі СВ, 
падвешаны груз. Кран штэйн прымацаваны да верты ка льнай сця ны 
АС, падкосіна займае га ры зантальнае ста но ві шча (рыс. 359). Знай-
дзі це сілы, якія дзей ні чаюць на пад ко сіну і расцяжку, калі вугал 
па між імі роў ны b, а вага грузу роўная Р.

401. Электрычны ліхтар падвешаны на дроце АВ і ўтрымліваецца гары-
зантальнай рас цяж кай ВС (рыс. 360). Знайдзіце сілы, якія дзей-
ні чаюць на дрот і расцяжку, калі вугал паміж імі роўны γ, а ва га 
ліхтара роўная Р.

402. Знайдзіце сілы, якія дзейнічаюць на пад ко сі ну і расцяжку, пры-
ма  ца  ваныя да вер ты ка ль най сцяны (рыс. 361), калі падвеша ны ў 
пунк це С груз важыць Р, АВ = 1,5 м, АС = 3 м, ВС = 4 м.

ˀыс͘ ϯϱϵ ˀыс͘ ϯϲϬ

403. Да гарызантальнай паверхні прымаца-
ваны шнур даўжынёй 5 м, які вытрым-
лі вае на груз ку ў 0,2 т. Вызнач це, ці 
ўтрымаецца на гэтым шну ры пры ма ца-
ва ны ў яго сярэдзіне груз вагой 0,05 т 
(рыс. 362), калі ад лег ласць АВ па між 
пунктамі мацавання роў ная 4,8 м.

ˀыс͘ ϯϲϭ

ˀыс͘ ϯϲϮ

ˀыс͘ ϯϲϯ

404. Сярод вектараў a b c
�� � �

, ,  ёсць некалі не ар-

ныя. Дакажыце, што калі m a b c
��� �� � �
= + + , 

то m a b c
��� �� � ���
< + + .

405. Ёсць правільная шасцівугольная прыз-
ма ABCDEFA1B1C1D1E1F1 (рыс. 363). Ука-
жыце вектар, калінеарны з вектарам:

а) AB
� ���

;            г) AC1

� ����
;

б) A A1

� �����
;           д) BD

� ����
;

в) A D1 1

� ������
;          е) A B1

� ����
  +  BE
� ���

.  
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406. Вядома, што вектары a
��

 і c


, а таксама b


 і c


 калінеарныя. Ці мож-
на сцвярджаць, што вектары a b c

�� � �
, ,  калінеарныя? Дакажыце, што:

а) вектары a b c
�� � �
+ i  калінеарныя; 

б) вектары a b c
�� � �
- i  калінеарныя; 

в) вектары a b c
�� � �� �
+ 2 i  калінеарныя;

г) вектары − +a b c
�� � �� �

2 i  калінеарныя.

407. Вядома, што вектары a b a b
�� � �� �
+ −i  калінеарныя. Дакажыце, што век-

тары a b
�� �

i  таксама калінеарныя.

408. Вядома, што вектары a b a b
�� � �� �
+ −3 2i  калінеарныя. Дакажыце, што 

вектары a b
�� �

i  таксама калінеарныя.

409. У трохвугольнай пірамідзе кожная вяршыня злучана з пунктам 
пера ся чэння медыян супрацьлеглай грані. Дакажыце, што гэтыя ча-
тыры адрэзкі праходзяць праз адзін пункт і дзеляцца ім у адносіне 
3 : 1, калі лічыць ад вяршыні.

410. Ёсць трохвугольная піраміда ABCD. Знайдзіце ўсе такія пункты М 

прасторы, што MA MB MC MD
� ���� � ���� � ���� � ���� �

+ + + = 0.

411. Ёсць паралелепіпед ABCDA1B1C1D1 (рыс. 364). Устанавіце, ці кам-
планарная тройка вектараў:

ˀыс͘ ϯϲϰ

ˀыс͘ ϯϲϱ

а) AB
� ���

, A D1 1

� ������
, CD1

� ����
;   в) DB

� ���
, B C1 1

� �����
, A D1 1

� ������
;

б) AB
� ���

, A D1 1

� ������
, C D1 1

� �����
;   г) BA1

� ����
, B C1 1

� �����
, AD
� ����

.

412. Сярэдзіны кантаў AB і CD трохвугольнай 
піраміды ABCD — пункты P і Q адпаведна. 
Дакажыце, што 2 ⋅ = +PQ AC BD

� ��� � ��� � ����
. Ці кампла-

нарныя вектары AC
� ���

, BD
� ����

 і PQ
� ���

?

413. У грані ABC трохвугольнай піраміды ABCD 

пра ведзена медыяна АМ. Выразіце вектар 

DK
� ����

 праз вектары DA
� ���

, DB
� ���

 і DC
� ���

, улічыўшы, 
што К — такі пункт медыяны AM, што 
AK : KM  =  3 : 2.

414. У грані ABC трохвугольнай піраміды ABCD 
медыяны перасякаюцца ў пункце М. Дака-
жыце, што даўжыня адрэзка DМ меншая за 
трэцюю долю сумы даўжынь кантаў АD, ВD 
і СD.

415. Дакажыце, што дыяганаль AC1 парале ле пі-
педа ABCDA1B1C1D1 (рыс. 365):
а) праходзіць праз пункты перасячэння ме-
дыян трохвугольнікаў A1BD і B1CD1;
б) плоскасці A1BD і B1CD1 раздзяляюць ад рэ-
зак AC1 на тры роўныя часткі.
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ˀыс͘ ϯϲϲ

418. У прасторы выбраны пункты A, B, C, A1, B1, 

C1, М, К. Вядома, што MA MK MA
� ���� � ����� � �����

+ = 1, 

MB MK MB
� ���� � ����� � �����

+ = 1 , MC MK MC
� ���� � ����� � �����

+ = 1. Дакажыце, 
што стораны трохвугольніка ABC паралель-
ныя і роўныя старанам трохвугольніка A1B1C1.

419. У прасторы выбраны пункты A, B, C, D. Дака-
жы це, што:

а) адрэзкі, якія злучаюць сярэдзіны адрэзкаў 
AB і CD, AC і BD, AD і BC, праходзяць праз 
адзін пункт М і дзеляцца ім папалам;
б) для любога пункта К прасторы выконваецца 

роў насць KM KA KB KC KD
� ����� � ���� � ���� � ��� � ����

= ⋅ + + +( )1
4

.

420. Цэнтр куба з кантам а размешчаны ў пачатку 
сістэмы каардынат, а яго канты паралельныя 
каардынатным восям (рыс. 367). Знайдзіце 
каардынаты вектараў:

а) AB
� ���

, A D1 1

� ������
, C D1 1

� �����
, DA
� ���

; 

б) AA1

� ����
, C D1

� ����
, D B1

� ����
, B C1 1

� �����
; 

в) BA1

� ����
, B C1 1

� �����
, AD
� ����

, A D1

� �����
. ˀыс͘ ϯϲϳ

ˀыс͘ ϯϲϴ

421. Паралелепіпед ABCDA1B1C1D1 мае вымя рэн ні AB  =  а, AC  =  b і 
AA1  =  с. Пункт А з’яўляецца пачаткам сістэмы каардынат, канты 
размешчаны на каардынатных восях (рыс. 368). Знайдзіце каарды-
наты век та раў:

а) AC1

� ����
, BD1

� �����
, CA1

� ����
, DB1

� ����
; 

б) AA1

� ����
, C D1

� ����
, D B1

� ����
, B C1 1

� �����
; 

в) BA1

� ����
, B C1 1

� �����
, AD
� ����

, A D1

� �����
.

416. На бакавых кантах трохвугольнай прызмы ABCA1B1C1 выбраны пун-
кты P, Q, R. Медыяны трохвугольніка PQR перасякаюцца ў пунк-
це М, а медыяны трохвугольніка ABC — у пункце N (рыс. 366). 
Дакажыце, што MN   AA1.

417. У правільнай чатырохвугольнай пірамідзе SABCD пункт К на кан-
це SC выбраны так, што SК  : SC  =  1  :  3. Плоскасць, што праходзіць 
праз пункты К і D паралельна прамой АS, перасякае прамую АB у 
пункце Р. Знайдзіце адносіну АР  : РB.
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422. Тры пункты ў прасторы, зададзеныя сваімі каардынатамі: М(2; –3; –1),  
Р(0; 1; 3), К(4; 3; –3), з’яўляюцца вяршынямі паралелаграма. 
Знайдзіце каардынаты яго чацвёртай вяршыні.

423. Чатыры пункты ў прасторы зададзены сваімі каардынатамі: А(2; 3; 1), 
В(0; 1; 3), С(–1; 3; 0), D(3; 1; 2). Знайдзіце каардынаты вектараў:

а) AB
� ���

, CD
� ���

; AB CD
� ��� � ���

+ ;   б) BC
� ���

, DA
� ���

, AB BC CD DA
� ��� � ��� � ��� � ���

+ ⋅ + ⋅ + ⋅2 3 4 .

424. Чатыры пункты ў прасторы зададзены сваімі каардынатамі:  
А(–2; 1; –1), В(2; 0; –3), С(1; –3; 0), D(2; 3; –1). Знайдзіце каарды-
наты вектараў:

а) AB
� ���

, CD
� ���

; AB CD
� ��� � ���

- ; б) BC
� ���

, DA
� ���

, 2 3 2 3⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅AB BC CD DA
� ��� � ��� � ��� � ���

.

425. Чатыры вяршыні прызмы ABCA1B1C1 размешчаны ў пунктах  
А(2; 0; 1), В(0; 1; 2), А1(4; 3; 6), С1(3; 2; –3). Знайдзіце каардынаты 
пунктаў С і B1.

426. У паралелепіпеда ABCDA1B1C1D1 вядомы каардынаты чатырох вяр-
шынь. Знайдзіце каардынаты астатніх чатырох вяршынь, улі чыў-
шы, што:
а) А(1; 3; –1), В(4; 3; 2), С(3; 1; 2), В1(3; 2; 5);
б) А(–2; 3; –1), С(4; 1; 5), В1(4; 3; 2), D1(2; 5; 6).

427. Чатыры вяршыні прызмы ABCA1B1C1 размешчаны ў пунктах А(2; 0; 1), 
В(0; 1; 2), А1(4; 3; 6), С1(3; 2; –3). Знайдзіце каардынаты пун к таў С 
і B1.

428. Пры якіх значэннях х і у будуць калінеарнымі вектары:

а) a
��

(2; 6; х) і b


(у; 3; –1); 

б) c


(1; 0; х) і d
��

(у; 3; –1); 

в) m
���

(1; 3; х) і n
��

(2; 6; у)?

429. Вызначце, ці ляжаць на адной прамой пункты:
а) А(1; –2; 2), В(4; 1; 2), С(3; 0; 4);

б) М(1; 2; –3), К(3; 3; –1), Р(5; 4; 1).

430. Ёсць вектар a
��

(1; –1; 2). Вектар AB
� ���

 яму калінеарны. Знайдзіце 
каар дынаты:
а) пункта В, які ляжыць у плоскасці хОу, улічыўшы, што А(3; 1; 2);
б) пункта А, які ляжыць у плоскасці хОу, улічыўшы, што В(2; –1; 1).

431. Устанавіце, ці з’яўляюцца кампланарнымі вектары:

а) a
��

(2; 6; 3), b


(1; 3; –1) і c


(0; 0; 2); 

б) m
���

(1; 3; 0), n
��

(2; 6; 5) і k


(2; 3; –1).

432. Вызначце, пры якім значэнні т вектары a
��

(1; –1; 2), b


(0; 3; –1) і 

c


(2; т; –1) будуць кампланарнымі.

Правообладатель Адукацыя і выхаванне



ϭϱϲ ˀаздзе̣ ϰ. ʶаард̼нат̼ і вектар̼ ̲ ̪ра̭т̨р̼

433. Ведаючы вектары a
��

(1; –1; 2), b


(0; 3; –1) і c


(2; 0; –1), знайдзіце 
каардынаты вектара:

а) 2a b
�� �
+ ;  в) − − +a b c

�� � �
2 3 ;

б) a b c
�� � �
+ −3 ;  г) a b c

�� � �
+ −2 .

434. Прамыя A1A2 і B1B2 скрыжоўваюцца. Пункты A3 і B3 выбраны так, 

што A A k A A1 3 1 2

� ������ � ������
= ⋅  і B B k B B1 3 1 2

� ����� � �����
= ⋅ . Дакажыце, што прамыя A1В1, 

А2B2 і А3B3 паралельныя адной плоскасці.

435. Усе медыяны трохвугольнікаў A1B1C1 і A2B2C2 праходзяць праз 
пункт К. Дакажыце, што прамыя A1A2, B1B2 і C1C2 паралельныя 
адной плоскасці.

ˀыс͘ ϯϲϵ

§ 13. Скалярны здабытак вектараў
А) Скалярным здабыткам вектараў a

��
 і b


 называецца лік a
��

·b


, роўны 
здабытку даўжынь гэтых вектараў на косінус вугла a паміж імі:

a
��

·b


  =  | a
��

|·| b


|·cos a.
Скалярны здабытак вектараў мае перамяшчальную ўласцівасць 

a b b a
�� � � ��
⋅ = ⋅ , размеркавальную ўласцівасць a

��
· b c a b a c
� � �� � �� �
+( ) = ⋅ + ⋅ , акрамя таго, 

множнік можна выносіць за знак скалярнага здабытку ka b k a b
�� � �� �( ) ⋅ = ⋅( ) .

З дапамогай скалярнага здабытку можна знаходзіць даўжыні вектараў 

і косінусы вуглоў паміж імі: | a
��

|2  =  a
��

· a
��

, cos a  = 
a b

a b

�� �
��� �
⋅

⋅
.

У нулявога вектара кірунак не вызначаны, таму зручна лічыць, што 
нулявы вектар перпендыкулярны любому іншаму вектару. З улікам гэ-
тага атрымліваецца наступнае карыснае сцверджанне:

436. Цэнтр асновы правільнай шасцівугольнай прызмы 
ABCDEFA1B1C1D1E1F1 зна хо дзіцца ў па чат ку дэ-
кар тавай сістэмы каар ды нат Oxyz, бакавыя 
кан ты паралельныя восі аплі кат, а вяршыня А 
раз мяшчаецца на восі абсцыс (рыс. 369). Улі-
чыў шы, што ўсе канты прызмы роўныя а, знай-
дзіце каардынаты вектараў OA

� ���
, OB
� ���

, AA1

� ����
,  

а потым і каарды наты вектараў:

а) B E1

� ����
; г) AD1

� �����
;

б) F C1

� ����
;   д) BD

� ����
;

в) AC1

� ����
; е) A B1

� ����
  +  BE
� ���

.
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два вектары перпендыкулярныя тады і толькі тады, калі іх скаляр-
ны здабытак роўны нулю.

Т э а р э м а  1. Скалярны здабытак вектараў a


(xa; ya; za) і b


(xb; yb; zb) 
выражаецца праз іх каардынаты ў дэкартавай сістэме роўнасцю

a


· b


  = xaxb  + yayb  +  zazb.

Доказ. Паколькі a x i y j z k b x i y j z ka a a b b b

�� � � � � � � �
= + + = + +, ,  то

a b x i y j z k x i y j z ka a a b b b

�� � � � � � � �
⋅ = + + ⋅ + + =( ) ( )  

  = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅x x i i x x i j x x i k y x j i y y j j y z ja b a b a b a b a b a b

    
      

k +  

+ ⋅ + ⋅ + ⋅z x k i z y k j z z k ka b a b a b




   

.

Знаходзім далей:

i i i j

  

⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ =1 1 0 1 1 1
2

0cos , cos .
π

 
Аналагічна,

j j k k i k j k

  


  

⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =1 1 0, , .    

Таму a b
�� �
⋅ =xaxb  +  yayb  +  zazb.

Прыклад 1. Знойдзем даўжыню вектара a
��

(2; 1; –2).

Маем: | a
��

|2  =  a
��

· a
��
  =  2 · 2  +  1 · 1  +  (–2) · (–2)  =  9. Таму | a

��
|  =  3.

Прыклад 2. Знойдзем вугал a паміж вектарамі a
��

(4; 1; –3) і b


(2; –5; 1).

Маем: cos a  = 
a b

a b

�� �
��� �
⋅

⋅
, a
��
⋅b


  =  4 · 2  +  1 ⋅ (–5)  +  (–3) ⋅1  =  0. Таму: 

cos a  =  0 і a  = 
≠
2

.

Прыклад 3. Знойдзем даўжыню вектара a
��

, роўнага m
���
  +  2 n

��
 –  3 p

��
, 

калі вядома, што вектары m
���

 і n
��

 перпендыкулярныя вектару p
��

, паміж 

сабой утвараюць вугал 60° і | m
���

| = 2, | n
��

|  =  1, | p
��

|  =  3.

Маем: | a
��

|2  =  a
��

· a
��
  =  ( m
���
  +  2 n

��
 –  3 p

��
) · ( m
���
  +  2 n

��
 –  3 p

��
)  = 

  =  m
���

 · ( m
���
  +  2 n

��
 –  3 p

��
)  +  2 n

��
· ( m
���
  +  2 n

��
 –  3 p

��
) –  3 p

��
⋅( m
���
  +  2 n

��
 –  3 p

��
)  =

  =  m
���

· m
���
  +  2· m

���
· n
��
 –  3 · m

���
· p
��
  +  2 n

��
· m
���
  +  2 ⋅ 2 n

��
 ⋅ n
��
 –  3 ⋅ 2 n

��
⋅ p
��
 –  3 p

��
· m
���
 – 

 –  3 · 2 p
��

· n
��
  +  3 ⋅ 3 p

��
⋅ p
��

. 
Паколькі

 m
���

· m
���
  =  | m
���

|2  =  4, m
���

· n
��
  =  2 · 1 cos 60°  =  1, m

���
· p
��
  =  0,

n
��

· n
��
  =  | n
��

|2  =  1, n
��

· p
��
  =  0, p

��
· p
��
  =  | p
��

|2  =  9, то | a
��

|2  =  93. 

Таму | a
��

|  =  93 .

π
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Б) Вы ведаеце, што плоскасць у прасторы можна задаць трыма 
пунктамі, якія не ляжаць на адной прамой. Паколькі існуе адзіная плос-
касць, што праходзіць праз дадзены пункт перпендыкулярна дадзенай 
прамой, то плоскасць можна задаваць таксама ўказаннем аднаго з яе 
пунктаў і вектара, ёй перпендыкулярнага.

Т э а р э м а  2. Калі плоскасць праходзіць праз пункт М0(x0; y0; z0) 

пер пендыкулярна ненулявому вектару N
�������

(a; b; c), то каардынаты 

(x; y; z) любога іншага пункта М гэтай плоскасці праўдзяць ураўненне 
a(x – x0)  +  b(у – у0)  +  c(z –  z0)  =  0.

Доказ. Калі М(x; y; z) — адвольны пункт плоскасці, якая праходзіць 

праз пункт М0(x0; y0; z0) перпендыкулярна вектару N
���

(a; b; c), то вектары 

M M0

� ������
 і N
���

 перпендыкулярныя, а таму іх скалярны здабытак роўны нулю: 

a(x – x0)  +  b(у –  у0)  +  c(z –  z0)  =  0.

З’яўляецца праўдзівым і адваротнае сцверджанне.

Т э а р э м а  3. Ураўненню ax  +  bу  +  cz  + d  =  0, у якім каэфіцыенты 
a, b, c не роўныя нулю адначасова, задавальняе любы пункт пэўнай 
плоскасці. Гэтай плоскасці перпендыкулярны вектар N

�������
(a; b; c).

Доказ. Калі ёсць ураўненне ax  +  bу  +  cz  + d  =  0 і лікі a, b, c не 
роўныя нулю адначасова, то можна знайсці ўпарадкаваную тройку лікаў 
(х0; у0; z0), якая праўдзіць гэта ўраўненне. Напрыклад, калі a ≠ 0, то мож-
на, узяўшы у  =  у0 і z  =  z0, знайсці значэнне зменнай х так, каб тройка 
лікаў (х0; у0; z0) праўдзіла ўраўненне ax  +  bу0  +  cz0  + d  =  0.

Паколькі ax0  +  bу0  +  cz0  + d  =  0, то ўмовы ax  +  bу  +  cz  + d  =  0 і 
ax  + bу  +  cz  + d –  (ax0  + bу0  +  cz0  + d)  = 0 раўназначныя. Атрымалі, што зы-
ходнае ўраўненне раўназначнае ўраўненню a(x – x0) + b(у – у0) + c(z – z0) = 0, 
якое праўдзяць каардынаты (х; у; z) любога пункта М, разме шчанага на 

прамой, што праходзіць праз пункт М0(x0; y0; z0) перпендыкулярна век-

тару N
���

(a; b; c), г. зн. любога пункта плоскасці, што праходзіць праз 

пункт М0(x0; y0; z0) перпендыкулярна вектару N
���

(a; b; c).

Прыклад 4. Знойдзем ураўненне плоскасці АВС, якая праходзіць праз 
пунк ты А(2; 1; 3), В(4; 1, 2) і С(5; 2; 1).

Знойдзем каардынаты вектараў AB
� ���

 і AC
� ���

: AB
� ���

(4 –  2; 1 –  1; 2 –  3), 
AC
� ���

(5 –  2; 2 –  1; 1 –  3). Паколькі каардынаты (2; 0; –1) і (3; 1; –2) гэтых 
вектараў непрапарцыянальныя, то самі вектары некалінеарныя, і, зна-
чыць, пункты А, В і С не ляжаць на адной прамой, яны задаюць адзіную 
плоскасць.
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Каб запісаць ураўненне плоскасці ABC, выкарыстаўшы тэарэму 2, 

знойдзем вектар N
���

(a; b; c), перпендыкулярны гэтай плоскасці. Паколькі 

N
���

⊥ AB
� ���

 і N
���

⊥ AC
� ���

, то 2a  +  0b  +  (–1)c  =  0  і  3a  +  b  +  (–2)c  =  0. З гэтых 

умоў атрымліваем: с  =  2а, b  =  а. Такім чынам, у якасці шуканага векта-

ра N
���

 можна ўзяць вектар з каардынатамі (1; 1; 2).

Цяпер можна запісаць ураўненне плоскасці, якая праходзіць праз 

пункт А перпендыкулярна знойдзенаму вектару N
���

: 

1(x –  2)  +  1(у –  1)  +  2(z –  3)  =  0, або x  +  у  +  2z  =  9.

§ 1ϯ. ˁка̣ярн̼ зда̼̍так вектара̲

В) Т э а р э м а  4. Калі плоскасць мае ўраўненне ax  +  bу  +  cz  + d  = 0, то 

адлегласць да яе ад пункта М0(x0; y0; z0) роўная 
ax by cz d

a b c
0 0by0 0by 0

2 2a b2 2a b 2

 +0 0 +0 0  0 0  0 0by0 0by  by0 0by0 0 +0 0  0 0 +0 0 +  +  d  d +   +

+ +a b+ +a b2 2+ +2 2a b2 2a b+ +a b2 2a b
.

Доказ. Няхай з пункта М0 на дадзеную плоскасць апушчаны перпенды-
ку ляр М0М1, аснова якога — пункт М1 — мае каардынаты (х1; у1; z1). 

Та ды вектар M M0 1

� �������
(х1 –  х0; у1 –  у0; z1 –  z0) калінеарны з вектарам

N
���

(a; b; c). Паколькі вугал паміж гэтымі вектарамі роўны 0° або 180°, то

M M0 1

� �������
· N
���
  =  | M M0 1

� �������
|·| N
���

|·(±1), адкуль

| M M0 1

� �������
|  =  (±1)·

M M N

N
0 1

� ������� ���
���

⋅
  = 

M M N

N

0 1

� ������� ���

���
⋅

.

Знаходзім

M M0 1

� �������
· N
���

  =  а(х1 – х0)  +  b(у1 –  у0)  +  с(z1 –  z0)  = 

  =  ах1  +  bу1  +  сz1 –  (ах0  +  bу0  +  сz0)  = –(d  +  ах0  +  bу0  +  сz0), 

паколькі каардынаты пункта М1 задавальняюць ураўненню плоскасці. 

Далей: | N
���

|  =  a b c2 2 2+ + . А паколькі шуканая адлегласць роўная даўжыні 

вектара M M0 1

� �������
, то патрэб нае сцверджанне абгрунтавана.

Прыклад 5. Знойдзем адлегласць ад пункта А(2; –1; –3) да плоскасці, 
якая зададзена ўраўненнем x  +  2у  +  2z –  9  =  0.

Р а ш э н н е. Выкарыстаўшы тэарэму 4, атрымліваем:

l =
+ ⋅ −( )+ ⋅ −( )−

+ +

2 2 1 2 3 9

1 2 22 2
  =  5.

А д к а з: 5.
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1. Як выражаецца скалярны здабытак вектараў?

2. Якія ўласцівасці мае скалярнае множанне вектараў?

3. Як знайсці скалярны здабытак вектараў, выкарыстаўшы іх дэкарта-
вы каардынаты?

4. Для рашэння якіх задач зручна выкарыстоўваць скалярнае множанне 
вектараў?

5. Якой умове задавальняюць каардынаты любога пункта пэўнай 
плоскасці?

6. Якім ураўненнем задаецца плоскасць, што праходзіць праз дадзены 
пункт прасторы перпендыкулярна ўказанаму вектару?

7. Як можна знайсці ўраўненне плоскасці, што праходзіць праз тры да-
дзеныя пункты прасторы?

8. Што называецца адлегласцю ад пункта да плоскасці?

9. Як знайсці адлегласць ад пункта з вядомымі каардынатамі да 
плоскасці, зададзенай сваім ураўненнем?

437. Знайдзіце скалярны здабытак вектараў:

а) a
��

(4; –1; –2) і b


(0; 3; –1); в) m
���

(2; 1; 2) і n
��

(–1; 2; 0);

б) c


(3; 0; –1) і d
��

(2; 3; 1);  г) p
��

(–3; –1; 2) і q


(3; 1; –2).

438. Знайдзіце даўжыню вектара:

а) a
��

(4; –1; –2); г) d
��

(2; 3; 1); ж) p
��

(–3; –1; 2);

б) b


(0; 3; –1); д) m
���

(2; 1; 2);      з) q


(3; 1; –2).

в) c


(3; 0; –1); е) n
��

(–1; 2; 0);     

439. Знайдзіце вугал паміж вектарамі:

а) a
��

(4; –1; –2) і b


(0; 3; –1); в) m
���

(2; 1; 2) і n
��

(–1; 2; 0);

б) c


(3; 0; –1) і d
��

(2; 3; 1);  г) p
��

(–3; –1; 2) і q


(3; 1; –2).

440. Ёсць вектары a
��

(4; –1; –2), b


(0; 3; –1) і c


(3; 0; –1). Параўнайце 
значэнні:

а) a
��
 +  b


 і a b
�� �
+ ;  в) a b

�� �
+  і 2 c



;

б) a
��
 –  b


 і a b
�� �
- ;  г) c b

 

+  +  c b
 

-  і c


 +  b


.
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441. Вызначце, які вугал — востры, прамы або тупы — утварае з каар-
ды натнымі восямі вектар:

а) a
��
  =  5 j



 –  3 k


;  б) b


  = –2 i


  +  j


;      в) c


  = –3 k


.

442. Знайдзіце перыметр і большы вугал прасторавага трохвугольніка 
АВС, калі:
а) А(3; 9; –5), В(10; 2; –5), С(3; 2; 2); 
б) А(–1; 5; –5), В(–1; 5; –3), С(0; 4; –3); 
в) А(6; 2; –4), В(4; 4; –6), С(4; 0; –2);
г) А(7; –4; 3), В(–3; 2; 5), С(2; 0; –5).

443. Дакажыце, што плошчу прасторавага трохвугольніка можна знай-

сці па формуле S AB AC AB AC= ⋅ − ⋅( )1
2

2 2� ��� � ��� � ��� � ���
. Як выкарыстаць гэты 

факт для таго, каб знайсці адлегласць ад пункта С да прамой АВ?

444. Вяршыні А, В і С трохвугольнай піраміды АВСD ляжаць на каар-
дынатных восях, а вяршыня D мае каардынаты (3; 2; 1). Знайдзіце 
каардынаты вяршынь А, В і С, улічыўшы, што ўсе плоскія вуглы 
піраміды пры вяршыні D прамыя.

445. Вызначце, пры якіх значэннях а трохвугольнік АВС з’яўляецца 
раўнабедраным, улічыўшы, што:
а) А(3; 2; –1), В(1; 0; 0), С(а; 0; 1); 
б) А(2; 1; а), В(3; а; 5), С(–1; а; 3).

446. Вызначце, пры якіх значэннях а чатырохвугольнік АВСD з’яў-
ляецца трапецыяй, улічыўшы, што:
а) А(4; 0; 4), В(0; 0; 0), С(а; 4; 0), D (4; 4; –1);
б) А(2; 3; а), В(3; а; 5), С(1; а; –2), D (–2; 1; –5).

447. Знайдзіце вугал паміж прамымі AB і CD, улічыўшы, што:
а) А(–2; 3; 4), В(–1; 4; 2), С(–3; 6; 2), D(–3; 7; 1);
б) А(–1; 5; 8), В(–2; 6; 8), С(–11; 7; –5), D(–9; 7; –7);
в) А(0; 1; 2), В(2; 0; 1), С(–4; –2; 0), D(0; –4; –2);
г) А(15; –8; 7), В(15; –7; 6), С(12; –7; –11), D(10; –9; –13).

448. У паралелепіпедзе ABCDA1B1C1D1 канты AB, AD і AA1 роўныя адпа-
ведна 10, 16 і 21, ∠ BAD  =  ∠ A1AB  =  60°, ∠ DAA1  =  90°. Знайдзіце:

а) BA C D
� ��� � �����

⋅ 1 1; е) A1B;

б) BC AD1 1

� ���� � �����
⋅ ; ж) A1C;

в) AC A C1 1

� ���� � ����
⋅ ; з) AC1;   

г) BC B C1 1

� ���� � ����
⋅ ; і) ВD1;

д) BD;  к) В1D.   

449. У трохвугольнай пірамідзе SABC бакавыя канты роўныя, ∠ ASB  = 60°, 
∠ ASС  = 30°, ∠ BSC  = 45°. Знайдзіце вугал паміж вектарамі:

а) SC
� ���

 і BA
� ���

; б) AC
� ���

 і SB
� ���

;         в) BC
� ���

 і AS
� ���

.

§ 1ϯ. ˁка̣ярн̼ зда̼̍так вектара̲
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450. Дакажыце, што для любых чатырох пунктаў A, B, C, D прасторы 

выконваецца роўнасць AB CD BC AD AC BD
� ��� � ��� � ��� � ���� � ��� � ����

⋅ + ⋅ = ⋅ .

451. Вяршыні A, D і A1 правільнай шасцівугольнай прызмы 
ABCDEFA1B1C1D1E1F1 маюць каардынаты (1; 0; 0), (–1; 0; 0) і (1; 
0; 2) адпаведна. Улічыўшы, што ардыната пункта В дадатная, 
знайдзіце:
а) каардынаты пунктаў B, C, E1, F1; 
б) ураўненне плоскасці ADA1; 
в) ураўненне плоскасці ABA1;
г) ураўненне плоскасці ACE1;
д) ураўненне плоскасці ACD1; 
е) ураўненне плоскасці ACF1; 
ж) адлегласць ад B да плоскасці ADA1;
з) адлегласць ад С да плоскасці ABA1;
і) адлегласць ад B1 да плоскасці ADA1;
к) адлегласць ад B1 да плоскасці AСЕ1;
л) адлегласць ад B1 да плоскасці ACD1;
м) адлегласць ад Е1 да плоскасці ACF1.

§ 14. Прымяненне вектараў і каардынат
А) У шэрагу задач умова змяшчае звесткі пра паралельнасць 

пэўных прамых або пункты перасячэння, адносіны даўжынь паралель-
ных адрэзкаў. Для рашэння такіх задач можа быць карысным прымя-
ненне вектараў, як гэта было пры рашэнні прыкладу 4 з параграфа 12. 
Пры рашэнні такіх задач дастаткова выкарыстоўваць дзеянні складання 
вектараў і множання вектара на лік. Разгледзім яшчэ адзін прыклад.

Прыклад 1. Няхай A1B1C1D1 і A2B2C2D2 — паралелаграмы ў прасто-
ры, K, L, M, N — сярэдзіны адрэзкаў A1A2, B1B2, C1C2, D1D2 адпаведна. 
Дакажам, што сярэдзіны адрэзкаў KM і LN супадаюць. 

Р а ш э н н е. Выберам у прасторы пункт О. Тады становішча кожнага 
пункта цалкам ха рактарызуецца адпаведным вектарам. З умовы вынікае, 

што A B D C1 1 1 1

� ����� � �����
=  і A B D C2 2 2 2

� ������ � ������
= . Пункты K, L, M, N вызначаюцца вектарамі 

OK
� ����

, OL
� ���

, OM
� ����

, ON
� ����

  :  OK OA OA
� ���� � ���� � ����

= ⋅ +( )1
2 1 2 , OL OB OB

� ��� � ���� � ����
= ⋅ +( )1

2 1 2 , 

OM OC OC
� ���� � ���� � ����

= ⋅ +( )1
2 1 2 , ON OD OD

� ���� � ���� � �����
= ⋅ +( )1

2 1 2 .

Каб даказаць, што сярэдзіны адрэзкаў KM і LN супадаюць, дакажам, 

што KL NM
� ��� � �����

= . Знаходзім:

KL OL OK OB OB OA OA
� ��� � ��� � ���� � ���� � ���� � ���� � ��

= − = ⋅ + − −
1
2 1 2 1 2

���( ),
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ϭϲϯ§ 1ϰ. ʿр̼мяненне вектара̲ і каард̼нат

NM OM ON OC OC OD OD
� ����� � ���� � ���� � ���� � ���� � ����

= − = ⋅ + − −
1
2 1 2 1 2

�� �����( ). 
А паколькі

OB OA A B D C OC OD1 1 1 1 1 1 1 1

� ���� � ���� � ����� � ����� � ���� � ����
− = = = −  і OB OA A B D C OC OD2 2 2 2 2 2 2 2

� ���� � ���� � ������ � ������ � ���� � ���
− = = = −

���
, 

то выразы ў дзвюх апошніх дужках прымаюць аднолькавыя значэнні. 
Патрэбнае сцверджанне даказана.

Б) Пры рашэнні іншых задач мэтазгодна карыстацца скалярным мно-
жаннем вектараў. Такімі з’яўляюцца задачы, у якіх неабходна выка рыс-
тоў ваць або вызначаць пэўныя адлегласці ці вуглы.

Прыклад 2. Знойдзем вугал паміж скрыжаванымі дыяганалямі 
суседніх бакавых граняў правільнай шасцівугольнай прызмы, у якой ба-
кавыя грані — квадраты. 

ˀыс͘ ϯϳϬ

Р а ш э н н е. Няхай трэба знайсці вугал паміж 
прамымі АВ1 і ВС1 (рыс. 370). Шуканы вугал 
можа супадаць з вуглом паміж вектарамі, 
паралельнымі да дзеным прамым, або дапаўняць 

яго да 180°. Таму косінус шуканага вугла супа-

дае з модулем косінуса вугла паміж вектарамі 

AB1

� ����
 і BC1

� ����
: cos a  = 

AB BC

AB BC

1 1

1 1

� ���� � ����

� ���� � ����
⋅

⋅
. Выразім векта-

ры AB1

� ����
 і BC1

� ����
праз некампланар ныя вектары 

BA
� ���

, BC
� ���

 і BB1

� ����
: AB BB BA1 1

� ���� � ���� � ���
= − , BC BC BB1 1

� ���� � ��� � ����
= + . Прымем даўжыню канта 

прызмы за а і знойдзем скалярны здабытак вектараў:

AB BC BB BA BC BB1 1 1 1

� ���� � ���� � ���� � ��� � ��� � ����
⋅ = −( ) ⋅ +( )  =  BB BC BB BB BA BC BA BB1 1 1 1

� ���� � ��� � ���� � ���� � ��� � ��� � ���
⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅

�� ����
  = 

=  а2 cos 90°  +  а2 cos 0° –  а2 cos 120°  -  а2 cos 90°  =  1,5 а2. 

А паколькі AB1

� ����
  = АВ1  = ВС1  =  BC1

� ����
  =  a 2, то 

cos  a  = 
3
4

 і a  =  arccos
3
4

.

А д к а з : arccos
3
4

.

Скалярны здабытак вектараў можна выкарыстаць і для знаходжання 
вуг ла паміж плоскасцямі. Як пры вызначэнні вугла паміж прамымі, так 
і пры вызначэнні вугла a паміж плоскасцямі можна выкарыстаць векта-

ры N1

� ���
 і N2

� ���
, толькі перпендыкулярныя разгляданым плоскасцям: 

cos a  = 
N N

N N

1 2

1 2

� ��� � ���

� ��� � ���
⋅

⋅
.
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Прыклад 3. У правільнай шасцівугольнай прызме 
ABCDEFA1B1C1D1E1F1 усе канты маюць даўжыню 1 
(рыс. 371). Знойдзем вугал a паміж плоскасцямі ACE1 
і A1BD.

Р а ш э н н е. Для атрымання адказу трэба вызна-
чыць вектары N1

� ���
 і N2

� ���
, перпендыкулярныя плоскас-

цям ACE1 і A1BD адпаведна. Яны павінны адпавядаць 
умовам N AC N AE1 1 1 0

� ��� � ��� � ��� � ����
⋅ = ⋅ =  і N BD N BA2 2 1 0

� ��� � ���� � ��� � ����
⋅ = ⋅ = .

Выкарыстаем прамавугольную дэкартаву сістэму 
каардынат, пачатак якой знаходзіцца ў цэнтры О  
асновы ABCDEF, і пункты A, A1 і B маюць каарды-

наты (1; 0; 0), (1; 0; 1) і 
1
2

3
2

0; ;








  адпаведна. Тады пунк ты C, D і E1 

будуць мець каардынаты −










1
2

3
2

0; ; , (–1; 0; 0) і − −










1
2

3
2

1; ;  адпаведна. 

Знойдзем каардынаты вектараў AC
� ���

, AE1

� ����
, BD
� ����

 і DA1

� ����
 па каардынатах іх 

канцавых пунктаў:

AC
� ���

−










3
2

3
2

0; ; , AE1

� ����
− −










3
2

3
2

1; ; , BD
� ����

 − −










3
2

3
2

0; ; , DA1

� ����
(2; 0; 1).

Паколькі N AC N AE1 1 1 0
� ��� � ��� � ��� � ����

⋅ = ⋅ = , то каардынаты (a1; b1; c1) вектара N1

� ���
 

праўдзяць умовы

a b c1 1 1
3
2

3
2

0 0⋅ −





 + ⋅ + ⋅ =  і a b c1 1 1

3
2

3
2

1 0⋅ −





 + ⋅ −









 + ⋅ = . 

Гэтым умовам задавальняюць лікі a1 = 1, b1 =  3 , c1 = 3. Таму ў якасці век-

тара, перпендыкулярнага плоскасці ACE1, можна ўзяць вектар N1

� ���
(1; 3; 3).

Для вызначэння вектара N2

� ���
 дзейнічаць будзем аналагічна. Каарды-

наты (a2; b2; c2) вектара N2

� ���
, перпендыкулярнага плоскасці A1BD, 

праўдзяць умовы a b c2 2 2
3
2

3
2

0 0⋅ −





 + ⋅ −









 + ⋅ =  і 2a2  +  0b2  +  c2  =  0, якім 

задавальняюць лікі a2  = –1, b2  =  3 , c2  =  2. Таму N2

� ���
(–1; 3; 2).

Выкарыстаем роўнасць N N N N1 2 1 2

� ��� � ��� � ��� � ���
⋅ = ⋅ ⋅cos α . Паколькі вугал a паміж 

вектарамі N1

� ���
 і N2

� ���
 або супадае з вуглом ϕ паміж плоскасцямі ACE1 і 

A1BD, або дапаўняе яго да 180°, то cos ϕ  =  | cos a |  = 
N N

N N
1 2

1 2

⋅
⋅

. Знаходзім:

N N1 2

� ��� � ���
⋅   =  1·(–1)  +  3 · 3   +  3·2  =  8, N N N1 1 1

2
2

21 3 3 13
� ��� � ��� � ���

= ⋅ = + ( ) + = ,

ˀыс͘ ϯϳϭ

A B

C

D
E

F

A B

C

DE

F

1

1

1

1

1

1
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 N N N2 2 2
2 2

21 3 2 8 2 2
� ��� � ��� � ���

= ⋅ = −( ) + ( ) + = = , cos ϕ  = 
4

26
.

А д к а з: arccos 
4

26
.

Для знаходжання вугла паміж прамой і плоскасцю таксама можна 
выкарыстаць вектары, адзін з якіх паралельны прамой, а другі перпенды-
кулярны плоскасці. Вугал b паміж гэтымі вектарамі звязаны з вуглом a 
паміж прамой і плоскасцю роўнасцю sin a  =  |cos b| (рыс. 372).

ˀыс͘ ϯϳϮ ˀыс͘ ϯϳϯ

Прыклад 4. На кантах AB, AD і AA1 куба ABCDA1B1C1D1 адзначаны 
пун кты K, L і M так, што AK  : KB  = 1  : 2, AL  : LD  = 1  : 3, AM  : MA1  = 1   :  4 
(рыс. 373). Знойдзем вугал a паміж прамой AC1 і плоскасцю KLM.

Р а ш э н н е. Прымем пункт А за пачатак сістэмы каардынат, каарды-
натныя восі на кіруем па кантах куба, узяўшы канты за адзінкавыя адрэзкі. 
Тады вызна чацца каардынаты патрэбных пунктаў: А(0; 0; 0), В(1; 0; 0), 

D(0; 1; 0), A1(0; 0; 1), C1(1; 1; 1), K
1
3

0 0; ;





, L 0

1
4

0; ;





 і M 0 0

1
5

; ;





.  

Па тэарэме 3 з параграфа 13 ураўненне плоскасці KLM мае выгляд 
ax  +  bу  +  cz  + d  =  0, а па коль кі каардынаты пунктаў K, L і M задаваль-
няюць ураўненню 3x  +  4у  +  5z –1  =  0, то гэта ўраўненне і ёсць ураўненне 
плоскасці KLM, а вектар N

���
(3; 4; 5) гэ тай плоскасці перпендыкулярны. Пра-

мой AC1 паралельны вектар AC1

� ����
(1; 1; 1). Знаходзім:

N
���

· AC1

� ����
  = 3·1  + 4·1  + 5·1  = 12, N N N

��� ��� ���
= ⋅ = + + =3 4 5 5 22 2 2 ,

AC AC AC1 1 1
2 2 21 1 1 3

� ���� � ���� � ����
= ⋅ = + + = , sin α =

12

5 6

2 6
5

=  і a  =  arcsin
2 6

5
.

А д к а з: arcsin
2 6

5
.

В) У папярэднім параграфе абмяркоўвалася выкарыстанне каарды-
нат для вылічэння адлегласці ад пункта да прамой. Разгледзім рашэнне 
яшчэ дзвюх задач на знаходжанне адлегласцей: ад пункта да прамой і 
адлегласці паміж скрыжаванымі прамымі.
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Прыклад 5. У правільнай шасціву-
го ль най пірамідзе QABCDEF усе канты 
асновы маюць даўжыню 3, яны ўдвая 
карацейшыя за бакавыя канты. На кантах 
QA і QC адзначаны пункты K і L так, што 
QK : KА  =  1 : 2, QL : LC  =  2 : 1. Знойдзем 
адлегласць d ад пункта E да пра мой KL.

Р а ш э н н е. Няхай О — цэнтр асновы 
ABCDEF. Паколь кі ОА  = ОВ  = АВ  =  3, 
АQ  =  6 і ОQ ⊥ ОА, то з прамавугольнага 
трохвугольніка АОQ знаходзім:

ОQ  =  AQ AO2 2 3 3− = .

Выкарыстаем прамавугольную дэкартаву сістэму каардынат, пачатак 
якой знаходзіцца ў цэнтры О асновы ABCDEF, восі абсцыс і аплікат 
прахо дзяць праз пункты А і Q адпаведна і пункт В мае неадмоўныя ка-

ардынаты (рыс. 374). Пункты A, Q і B маюць каардынаты (3; 0; 0),  

(0; 0; 3 3 ) і 
3
2

3 3
2

0; ;








  адпаведна. Тады пункты Е, К і L будуць мець 

каардынаты − −










3
2

3 3
2

0; ; , 1 0 2 3; ;( )  і −( )1 3 3; ;  адпаведна. Знойдзем 

каардынаты вектараў KL
� ���

 і KE
� ����

 па каардынатах іх канцавых пунктаў:

KL
� ���

− −( )2 3 3; ; , KE
� ����

− − −










5
2

3 3
2

2 3; ; .

Шуканая адлегласць ёсць даўжыня перпендыкуляра, апушчанага з 
пунк та E на прамую KL і роўная вышыні ў трохвугольніку KLE, праведзе-
най з пункта E. Для яе знаходжання можна выкарыстаць формулу  

d  = 
2S

KL
KLE . Паколькі 2S KL KE LKEKLE = ⋅ ⋅sin , KL  =  KL KL KL

� ��� � ��� � ���
= ⋅ , 

KE  =  KE KE KE
� ���� � ���� � ����

= ⋅  і sin cosLKE LKE
KL KE

KL KE
= − = −

⋅

⋅















1 12

2� ��� � ����
� ��� � ���� , то 

2
2 2 2

S KL KE KL KEKLE = ⋅ − ⋅( )� ��� � ���� � ��� � ����
.

Цяпер знаходзім: KL
� ��� 2

 = (–2)2 +  3
2( )  +  −( )3

2
 = 10,

 KE
� ���� 2

 =  −







5
2

2

 +  −










3 3
2

2

 +  −( )2 3
2
 = 25,
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 KL KE
� ��� � ����

⋅ = −( ) ⋅ −





 + ⋅ −









 + −( ) ⋅ −( )2

5
2

3
3 3

2
3 2 3   = 

13
2

, 

2 10 25
13
2

831
2

2

SKLE = ⋅ −





 = , d  =  2S

KL
KLE   = 

831

2 10

8310
20⋅

= .

А д к а з: 
8310
20

.

Прыклад 6. Вымярэнні AB, ВC і AA1 прамавугольнага паралелепіпеда 
ABCDA1B1C1D1 роўныя 5, 4 і 4 адпаведна. Пункты K і Р на кантах AB 
і AA1 выбраны так, што AK : KB  =  4 : 1, AР : РА1  =  3 : 1 (рыс. 375). 
Знойдзем адлегласць d паміж прамымі ВР і КD1.

Р а ш э н н е. Адлегласць паміж скрыжаванымі прамымі ВР і КD1 
можна знайсці як адлегласць ад якога-небудзь пункта прамой КD1 да 
плоскасці b, што праходзіць праз ВР паралельна КD1.

Прымем пункт А за пачатак сістэмы каардынат, каардынатныя восі 
накіруем па кантах паралелепіпеда так, каб пункты А, В і D мелі каар-
дынаты (0; 0; 0), (0; 5; 0), (4; 0; 0) адпаведна. Тады D1(4; 0; 4), К(0; 4; 0), 
Р(0; 0; 3). Каб запісаць ураўненне плоскасці b, знойдзем каардынаты век-

тара N
���

, перпендыкулярнага як вектару BP
� ���

, так і 

вектару KD1

� �����
. Паколькі BP

� ���
(0; 5; –3), KD1

� �����
(4; –4; 4), 

то каардынаты (a; b; c) вектара N
���

 павінны праў дзіць 
роўнасці 5b – 3c = 0 і 4a – 4b +  4c = 0. Можна ўзяць 

N
���

(–2; 3; 5).
Цяпер запішам ураўненне плоскасці b, вы ка ры с-

таўшы каардынаты пункта Р: –2(х –  0) +  3(у –  0) + 
+  5(z –  3)  =  0. Для знаходжання адлеглас ці d выка-
рыстаем тэарэму 4 з параграфа 13: 

d  = 
− ⋅ + ⋅ + ⋅ −

−( ) + +
=

2 0 3 4 5 0 15

2 3 5

3

382 2 2
.

А д к а з: 
3

38
.

1. Патлумачце, пры рашэнні якіх задач можна выкарыстоўваць дзеянні 
складання вектараў і множання вектара на лік.

2. Патлумачце, як можна знаходзіць вугал паміж дзвюма прамымі.
3. Патлумачце, як можна знаходзіць вугал паміж дзвюма плоскасцямі.
4. Патлумачце, як можна знаходзіць вугал паміж прамой і плоскасцю.

ˀыс͘ ϯϳϱ
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5. Патлумачце, як можна знаходзіць адлегласць ад пункта да прамой.

6. Патлумачце, як можна знаходзіць адлегласць паміж дзвюма пара-
лель нымі прамымі.

7. Патлумачце, як можна знаходзіць адлегласць ад пункта да плоскасці.

8. Патлумачце, як можна знаходзіць адлегласць паміж дзвюма скры жа-
ва нымі прамымі.

452. У трохвугольнай прызме ABCA1B1C1 медыяны асноў перасякаюцца 
ў пунктах М і М1. Вызначце, у якой адносіне адрэзак ММ1 раз-
дзяляецца плоскасцю ABC1.

453. У трохвугольнай пірамідзе SABC медыяны асновы перасякаюцца 
ў пункце М, пункт Q на канце SC такі, што SQ : QC  =  k. Вы-
значце, у якой адносіне адрэзак SМ раздзяляецца плоскасцю ABQ, 
улічыўшы, што:
а) k  =  1; б) k  =  2;        в) k  =  0,5.

454. У аснове піраміды SABCD ляжыць парале-
лаграм ABCD, пункты P і Q — сярэдзіны 
кантаў АВ і SC адпаведна (рыс. 376). Вызнач-
це, у якой адносіне адрэзак PQ раздзяляецца 
плос касцю SBD.

455. Плоскасць праходзіць праз дыяганаль BF 
асновы правільнай шасцівугольнай прызмы 
ABCDEFA1B1C1D1E1F1 паралельна дыяга на лі 
AD1. Знайдзіце адносіну, у якой гэта плос-
касць раздзяляе бакавыя канты прызмы.

456. У паралелепіпедзе ABCDA1B1C1D1 на прамых BA1 і CB1 адзначаны 
пункты М і Р так, што прамая МР паралельная AC1. Знайдзіце 
адносіну МР : AC1.

457. Ёсць паралелепіпед ABCDA1B1C1D1. На прамых BA1 і CB1 адзнача-

ны пункты М і Р так, што BM k BA
� ���� � ����

= ⋅ 1  і CP k CB
� ��� � ����

= ⋅ 1. Дакажыце, 

што прамая МР паралельная адной з граняў паралелепіпеда.

458. Пункты М і К — сярэдзіны старон АВ і CD прасторавага чатырох-

ву гольніка ABCD. Дакажыце, што MP BC AD
� ���� � ��� � ����

= ⋅ +( )1
2

.

459. На кантах АВ і CD трохвугольнай піраміды ABCD выбраны пунк-
ты Р і Q так, што АР : РВ  = CQ : QD  =  2. Дакажыце, што прамыя 
AC, BD і PQ паралельныя адной плоскасці.

ˀыс͘ ϯϳϲ
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460. На кантах АВ і CD трохвугольнай піраміды ABCD выбраны пун-

кты Р і Q так, што АР : РВ  = CQ : QD  =  k. Выразіце вектар PQ
� ���

праз вектары AC
� ���

 і BD
� ����

.

461. Дакажыце, што тры прамыя, якія праходзяць праз сярэдзіны су-
працьлеглых кантаў трохвугольнай піраміды, перасякаюцца ў ад-
ным пункце.

462. Для пунктаў A, B, C, D і М прасторы выконваецца роўнасць 

MA MB MC MD
� ���� � ���� � ���� � ���� �

+ + + = 0. Дакажыце, што тры прамыя, якія пра-

ходзяць праз сярэдзіны адрэзкаў AB і CD, AC і BD, AD і BC, прахо-
дзяць праз пункт М.

463. У трохвугольнай пірамідзе SABC медыяны асновы ABC перасяка-
юцца ў пункце М, на кантах SA, SB, SC выбраны пункты A1, B1, 
C1. Плоскасць A1B1C1 перасякае адрэзак SМ у пункце М1. Дака-

жыце, што 
SA
SA

SB
SB

SC
SC

SM
SM1 1 1 1

3+ + = ⋅ .

464. Пункты М і К — сярэдзіны старон АВ і CD прасторавага чатырох-
вугольніка ABCD. Плоскасць, якая праходзіць праз пункты М і К, 
перасякае адрэзкі BC і AD у пунктах N і L адпаведна. Дакажыце, 
што:
а) BN : ND  = AL : LD; 
б) адрэзак NL раздзяляецца прамой МК папалам.

465. У прасторы зададзены пункты A, B, C, D, пункты K, L, M, N вы-

браны так, што AK KB a
� ���� � ����

: = , BL LC b
� ��� � ���

: = , CM MD c
� ���� � ����

: = , DN NA d
� ���� � ����

: = . 
Дакажыце, што пункты K, L, M, N ляжаць у адной плоскасці 
тады і толькі тады, калі abcd  =  1.

466. Прамая l перасякае плоскасці граняў ABC, ABD, ACD і BCD трох-
вугольнай піраміды ABCD у пунктах D1, C1, B1 і A1 адпаведна. Да-
кажыце, што сярэдзіны адрэзкаў АА1, ВВ1, СС1 і DD1 ляжаць у 
адной плоскасці.

467. Праз сярэдзіну вышыні правільнай трохвугольнай піраміды 
праходзіць плоскасць, паралельная бакавой грані. У якой адносіне 
яна раздзяляе іншыя канты?

468. У аснове прамой трохвугольнай прызмы ABCA1B1C1 ляжыць 
раўнабедраны трохвугольнік з прамым вуглом С. Пункт М — 
сярэдзіна канта АВ, АМ  = АА1. Знайдзіце вугал паміж прамымі:
а) A1C і МB1; б) AC1 і МB1.

469. Праз сярэдзіну К канта AD трохвугольнай піраміды ABCD праве-
дзена плоскасць, паралельная кантам АВ і CD. Яна перасякае кант 
ВС у пункце М. Ведаючы, што АВ  =  8, CD  =  6, КМ  =  5, знайдзіце 
вугал паміж прамымі АВ і CD.
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470. У правільнай трохвугольнай прызме ба-
кавы кант удвая меншы за кант асновы. 
Знайдзіце вугал паміж скрыжаванымі 
дыяганалямі суседніх граняў.

471. У аснове трохвугольнай піраміды ABCD 
ля жыць раўнабедраны трох вугольнік ABC 
з прамым вуглом С. Вядома, што AC  = BD 
і кант BD перпендыкулярны плос касці ас-
новы (рыс. 377). Знайдзіце ву гал паміж 
прамой BD і прамой, што пра хо дзіць праз 
сярэдзіны кантаў AD і BC.

472. У правільнай трохвугольнай прызме бака-
вы кант удвая большы за кант асновы. 
Знай дзі це вугал паміж скрыжаванымі 
дыя га налямі суседніх граняў.

473. Пункт М — сярэдзіна канта SA піраміды 
SABCD, у аснове якой ляжыць квадрат 
ABCD. Кант SB перпендыкулярны плос-
касці асновы, SB  : ВС  =  11. Знайдзі це 
вугал паміж прамымі СМ і АD.

ˀыс͘ ϯϳϴ

ˀыс͘ ϯϳϳ

474. Пункты М, К і Р на кантах АА1, ВС і С1D1 правільнай чатырохву-
гольнай прызмы ABCDA1B1C1D1 выбраны так, што АМ  = МA1  = AD, 
ВК  = КС, С1Р  = РD1. Знайдзіце косінус вугла паміж прамымі:

а) ВМ і С1К; в) СМ і РК;
б) АР і МС1; г) D1К і МС1.

475. Дыяганалі асновы прамавугольнага паралелепіпеда ABCDA1B1C1D1 
перасякаюцца пад вуглом 60°, яго вышыня АA1 роўная меншаму 
канту ВС асновы ABCD. Пункты М, Р і К — сярэдзіны кантаў АА1, 
С1D1 і ВС адпаведна. Знайдзіце косінус вугла паміж прамымі:

а) А1К і МС1; в) СР і МК;
б) DМ і А1К; г) ВР і МС1.

476. У аснове прамой прызмы ABCDA1B1C1D1 ляжыць ромб ABCD з вуг-
лом А ў 60°, меншая дыяганаль якога роўная бакавому канту. Пунк-
ты К, М, і Р — сярэдзіны кантаў СD, ВВ1 і АD адпаведна (рыс. 378). 
Знайдзіце косінус вугла паміж прамымі:

а) АС1 і МК; в) МР і А1С;
б) РС1 і А1К; г) DМ і АК.

477. Раўнабедраная трапецыя ABCD, у якой АВ  = ВС  = СD  = 0,5АD, 
з’яўляецца асновай прамой прызмы ABCDA1B1C1D1. Улічыўшы, што 
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ˀыс͘ ϯϴϭ

ˀыс͘ ϯϴϮ

пункты М, Р і К — сярэдзіны кантаў АВ, СС1 і А1D1 адпаведна і 
ВС  = СС1 (рыс. 379), знайдзіце косінус вугла паміж прамымі:
а) СК і МР;       б) РК і МD;         в) АР і ВК;        г) DР і МК.

478. Бакавы кант SА піраміды SАВСD перпендыкулярны яе аснове і 
роўны старане квадрата ABCD. Пункты М, Р і К — сярэдзіны 

ˀыс͘ ϯϳϵ ˀыс͘ ϯϴϬ

кантаў SВ, ВС і SD адпаведна (рыс. 380). 
Знайдзіце вугал паміж прамымі:
а) РМ і ВК; в) SР і СК;
б) СМ і КР; г) DР і ВК.

479. У аснове піраміды SАВСD ляжыць пра ма-
вугольнік, дыяганалі якога перасякаюц-
ца пад вуглом 60°, вышыня SА піраміды 
роўная большаму канту АВ асновы ABCD. 
Пункты Р, К і М — сярэдзіны кантаў SА, 
ВС і СD адпаведна (рыс. 381). Знайдзіце 
вугал паміж прамымі:
а) АВ і КР; в) СР і АD; 
б) РМ і SК; г) МК і ВР.

480. У аснове піраміды SABCD ляжыць ромб 
з вуглом С у 120°, кант SС пер пен-
дыкулярны плоскасці асновы, SС  = CD. 
Пункт М — сярэдзіна канта SA, пункт К 
на канце SD дзеліць яго ў адносіне 2 : 1, 
калі лічыць ад вяршыні S (рыс. 382). 
Знайдзіце вугал паміж прамымі:
а) МD і СК; в) КВ і МС;
б) CМ і SК; г) СР і АD.

481. У аснове прамой прызмы ABCDA1B1C1D1 
ляжыць раўнабедраная трапецыя з асно-
вамі AD і BC, AD  = 2ВС  = 2АВ  = АА1. 
Знайдзіце вугал паміж прамымі:
а) AB і DB1; б) CD1 і DB1.

1

D
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482. Дзве правільныя трохвугольныя піраміды 
КABC і МABC ляжаць па розныя бакі ад іх 
агульнай асновы АВС. Усе плоскія вуглы пры 
вяршынях К і М прамыя (рыс. 383).
а) Дакажыце, што вугал паміж плоскасцямі АКВ 
і АМВ роўны вуглу паміж прамымі СК і СМ.
б) Знайдзіце вугал паміж прамымі АК і ВМ.

483. У трохвугольнай пірамідзе SABC вуглы BSC, 
ASC і ASB роўныя a, b  і γ адпаведна. Выразіце:
а) косінус вугла паміж прамой SA і бісектрысай 
вугла BSC;
б) косінус вугла паміж бісектрысамі вуглоў BSC 
і ASC.

ˀыс͘ ϯϴϱ ˀыс͘ ϯϴϲ

ˀыс͘ ϯϴϯ

ˀыс͘ ϯϴϰ

484. У правільнай шасцівугольнай прызме ABCDEFA1B1C1D1E1F1 усе 
канты роўныя a. Знайдзіце вугал паміж прамой BC1 (рыс. 384) і 
прамой:
а) E1C; в) A1F;     д) BF1;
б) F1E; г) A1C;  е) A1D.

485. У правільнай шасцівугольнай прызме ABCDEFA1B1C1D1E1F1 усе кан-
ты асновы роўныя 1, бакавыя канты — 2. Знайдзіце вугал паміж 
прамой AE1 (рыс. 385) і прамой:
а) B1D; в) A1C;       д) F1C;
б) A1D1; г) A1D;       е) DB1.

486. У правільнай шасцівугольнай прызме ABCDEFA1B1C1D1E1F1 усе 
кан ты асновы роўныя 1, бакавыя канты — 2. Знайдзіце адлегласць 
па між прамой BC1 (рыс. 386) і прамой:
а) B1E; в) B1D;       д) A1E;
б) F1C; г) A1C;       е) F1D.

C
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487. У правільнай шасцівугольнай прызме ўсе канты асновы роўныя 1, 
бакавыя канты — 2. Знайдзіце адлегласць паміж прамой AE1 
(гл. рыс. 385) і прамой:
а) B1D; в) A1C;       д) F1C;
б) A1D1; г) A1D;       е) F1B. 

488. У правільнай трохвугольнай прызме ABCA1B1C1 кант асновы скла-

дае 
2
3

 бакавога канта. Знайдзіце вугал паміж плоскасцямі АВС і 

A1BC1.

ˀыс͘ ϯϴϴ

ˀыс͘ ϯϴϳ

489. Праз дыяганаль AC1 правільнай чатырохву-
голь най прызмы ABCDA1B1C1D1 прах о дзіць  
плоскасць a, паралельная прамой BD. Ве-
даю чы, што АВ : АA1  =  1 : 2  (рыс. 387), 
знайдзіце вугал паміж плоскасцю a і плос-
ка сцю АВС.

490. Усе канты піраміды ABCD роўныя, К і 
М — сярэдзіны кантаў BD і CD адпаведна. 
Знайдзіце вугал паміж плоскасцямі:
а) АКС і АВD; 
б) АВС і АВD;  
в) АВС і АКМ.

491. У правільнай чатырохвугольнай пірамі дзе 
SABCD усе канты роў ныя, М — сярэ дзіна 
бакавога канта SA. Знайдзіце ву гал паміж 
плос касцямі:
а) АВS і CDS; г) АВS і АDS; 
б) АВC і АDS;  д) АВC і ВСМ;  
в) АВC і ВDМ;  е) АВS і ВDМ.

492. Аснова піраміды супадае з адной гранню 
куба, а яе вяршыня — з цэнтрам супраць-
леглай грані (рыс. 388). Знайдзіце вугал 
паміж плоскасцямі:
а) супрацьлеглых бакавых граняў піраміды;
б) асновы і бакавой грані піраміды;
в) суседніх бакавых граняў піраміды.

493. У правільнай чатырохвугольнай пірамідзе SABCD на сярэдзіне 
канта SA адзначаны пункт М. Ведаючы, што трохвугольнік SBD 
з’яўляецца правільным, знайдзіце вугал паміж плоскасцямі:

а) АВS і CDS; в) SАВ і ВDМ;

б) АВC і ВDМ; г) SВС і ВDМ.
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494. У правільнай чатырохвугольнай прызме ABCDA1B1C1D1 кант асно-
вы роўны 2, бакавы кант роўны 3, пункт К на канце АА1 адзнача-
ны так, што АК : КА1  =  1 : 2. Знайдзіце вугал паміж плоскасцямі:

а) АВC і BКC1; б) АA1C і BКC1;     в) АВC і ВКD1.

495. У правільнай шасцівугольнай прызме ABCDEFA1B1C1D1E1F1 дыя-
ганаль АС асновы ўтрая большая за бакавы кант. Знайдзіце вугал 
паміж плоскасцямі:
а) АCA1 і B1CE1; б) АВC і B1CE1;     в) АDE1 і A1FD.

ˀыс͘ ϯϴϵ

496. У трохвугольнай пірамідзе SABC пункт 

М — сярэдзіна канта SA, пункт К — 
сярэдзіна канта SB, Q — пункт пера-
сячэння медыян асновы АВС.
а) Знайдзіце адносіну, у якой плоскасць 
МКС раздзяляе адрэзак SQ (рыс. 389).
б) Прыняўшы, што піраміда правільная 
і АВ : SA  =  2 : 3, знайдзіце вугал паміж 
плоскасцямі МКС і ABC.

497. У кубе ABCDA1B1C1D1 знайдзіце вугал 
паміж:
а) прамой АА1 і плоскасцю BC1D;
б) прамой АC1 і плоскасцю BDD1; 
в) прамой АВ і плоскасцю BC1А1;
г) прамой АА1 і плоскасцю BC1D.

498. У правільнай трохвугольнай прызме ABCA1B1C1 пункт М — ся рэ-
дзіна канта BC, АА1 : AB  =  1 : 2. Знайдзіце вугал паміж:
а) прамой МС1 і плоскасцю АВВ1; 
б) прамой АВ і плоскасцю А1МС1.

499. У правільнай чатырохвугольнай прызме ABCDA1B1C1D1 пункты К, 
Р, М — сярэдзіны кантаў AD, AB і A1B1 адпаведна. Калі вядома, 
што АА1 : AB  =  6 : 1, знайдзіце вугал паміж:
а) прамой DD1 і плоскасцю КРМ; 
б) прамой АС1 і плоскасцю КРМ.

500. У правільнай шасцівугольнай пірамідзе SABCDEF пункт М — 
сярэдзіна канта SA, МА  = АВ. Знайдзіце вугал паміж:

а) прамой ВМ і плоскасцю SDМ; 
б) прамой АС і плоскасцю ВDМ.

501. Усе канты правільнай шасцівугольнай прызмы ABCDEFA1B1C1D1E1F1 
роўныя, пункт М — сярэдзіна канта ВB1. Знайдзіце вугал паміж:
а) прамой АA1 і плоскасцю ВСE1;
б) прамой ВC1 і плоскасцю AFF1; 
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в) прамой BD1 і плоскасцю АВB1;
г) прамой ВE1 і плоскасцю АВB1;  
д) прамой АМ і плоскасцю АE1D;
е) прамой DМ і плоскасцю CEF1;
ж) прамой ЕМ і плоскасцю CDF1;
з) прамой DМ і плоскасцю AFC1.

502. Усе канты правільнай чатырохвугольнай піраміды SABCD роўныя, 
пункт К — сярэдзіна канта SD. Знайдзіце вугал паміж:
а) прамой АК і плоскасцю АВС;    
б) прамой ВК і плоскасцю ВSС;
в) прамой ВК і плоскасцю АSD;
г) прамой SА і плоскасцю SCD. 

503. На кантах BC, AD і дыяганалі грані СD1 
куба ABCDA1B1C1D1 адзначаны пункты 
K, L і M так, што BK  : KC  = 1  : 2, 
AL  : LD  = 1  : 1, CM  : MD1  = 2  : 1.
Кант куба роўны 3 (рыс. 390). Знайдзіце 
ад легласць d ад пункта:
а) А1 да прамой KM; 
б) M да прамой А1K;
в) L да прамой ВM; 
г) К да прамой АM;
д) L да прамой АM;
е) К да прамой LM.

504. У аснове прамой чатырохвугольнай прызмы ABCDA1B1C1D1 ля-
жыць ромб, ∠ BCD  =  60°, AB  =  2, АА1  = AC, пункты К, Р, М — 
сярэдзіны кантаў AD, АB і A1B1 адпаведна. Знайдзіце адлегласць d 
ад пункта:

а) А да прамой РС1;  д) М да прамой D1Р;
б) А да прамой КВ1;  е) К да прамой В1Р;
в) С да прамой КМ;  ж) Р да прамой МD1;
г) D да прамой МР;  з) К да прамой А1C.

505. Усе канты правільнай шасцівугольнай прызмы ABCDEFA1B1C1D1E1F1 
роўныя а, пункт М — сярэдзіна канта АА1. Знайдзіце адлегласць 
ад пункта:

а) А да прамой ВС1;  д) М да прамой ВE1;
б) А1 да прамой ВF1;  е) М да прамой ВF1;
в) D1 да прамой АE1;  ж) М да прамой FD1;
г) D да прамой АE1;  з) М да прамой F1C.

ˀыс͘ ϯϵϬ
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506. Усе канты правільнай чатырохвугольнай піраміды SABCD 
роўныя а, пункты К і М — сярэдзіны кантаў СD і SD адпаведна. 
Знайдзіце адлегласць ад пункта:
а) А да прамой ВМ;  в) К да прамой ВМ;
б) А да прамой СМ;  г) А да прамой МК.

507. У правільнай шасцівугольнай пірамідзе SABCDEF пункт М — ся-
рэ дзіна канта SA, МА  = АВ  =  a. Знайдзіце адлегласць ад пункта:
а) М да прамой ВС;  д) F да прамой ВМ;
б) М да прамой ВD;  е) F да прамой СМ;
в) М да прамой СD;  ж) E да прамой ВМ;
г) С да прамой МE;  з) E да прамой СМ.

508. Усе канты асновы правільнай чатырохвугольнай піраміды SABCD 
роўныя а, бакавыя канты роўныя 2а, пункты К і М — сярэдзіны 
кантаў ВС і SD адпаведна. Знайдзіце адлегласць ад пункта:
а) А да плоскасці SCD;   в) К да плоскасці ВМА;
б) А да плоскасці ВСМ;   г) С да плоскасці АМК.

509. У трохвугольнай пірамідзе SABC усе плоскія вуглы пры вяршыні S 
прамыя, канты SA, SB і SC роўныя a, b і c адпаведна. Знайдзіце:
а) вышыню піраміды, праведзеную з вяршыні S;
б) даўжыню адрэзка SК, дзе К — пункт плоскасці АВС, роўнаадлеглы 
ад трох іншых граняў піраміды.

510. У трохвугольнай пірамідзе SABC усе плоскія вуглы пры вяршыні S 
прамыя, канты SA, SB і SC роўныя a, b і c адпаведна. Знайдзіце: 
а) радыус апісанага каля піраміды шара;
б) радыус умежанага ў піраміду шара.

511. У правільнай шасцівугольнай пірамідзе SABCDEF пункты М і 
К — сярэдзіны кантаў SA і SC адпаведна, МА  = АВ  =  a. Знайдзіце 
ад лег ласць ад пункта:
а) М да плоскасці BEК;   д) М да плоскасці BDК;
б) М да плоскасці АСК;   е) А да плоскасці ВКF;
в) E да плоскасці ВМК;   ж) F да плоскасці ВМК;
г) В да плоскасці КМD;   з) М да плоскасці АВК.

512. У аснове прамой чатырохвугольнай прызмы ABCDA1B1C1D1 ля-
жыць ромб, ∠ BCD  =  60°, AB  =  2, АА1  = AC, пункты К, Р, М — 
сярэдзіны кантаў AD, АB і A1B1 адпаведна. Знайдзіце адлегласць d 
ад пункта:
а) А да прамой РС1;  д) М да прамой D1Р;
б) А да прамой КВ1;  е) К да прамой В1Р;
в) С да прамой КМ;  ж) Р да прамой МD1;
г) D да прамой МР;  з) К да прамой А1C.
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513. Усе канты правільнай шасцівугольнай прызмы ABCDEFA1B1C1D1E1F1 
роўныя а, пункт М — сярэдзіна канта АА1. Знайдзіце адлегласць 
ад пункта:
а) А да плоскасці ВСE1; д) М да плоскасці ВСE1;
б) А1 да плоскасці ВСF1; е) М да плоскасці ВСF1;
в) D1 да плоскасці АСE1; ж) М да плоскасці АСE1;
г) F да плоскасці АСE1; з) М да плоскасці AFC1.

514. У пірамідзе ABCD усе канты роўныя а, пункты М, К і Р — 
сярэдзіны кантаў АВ, АС і ВD адпаведна. Знайдзіце адлегласць 
паміж прамымі:
а) АС і ВD; в) АВ і КР;  д) АК і СМ;
б) МР і АС; г) ВС і МD;  е) АР і СМ.

515. У правільнай пірамідзе SABCD усе канты роўныя а, пункты К і 
М — сярэдзіны кантаў АВ і SD адпаведна. Знайдзіце адлегласць 
паміж прамымі:
а) АС і SВ; в) АD і КМ;  д) МК і СВ;
б) ВС і SА; г) SВ і МС;  е) АМ і СК.

516. У аснове прамой чатырохвугольнай прызмы ABCDA1B1C1D1 ля-
жыць ромб, ∠ BCD  =  60°, AB  =  2, АА1  = AC, пункты К, Р, М — 
сярэдзіны кантаў AD, АB і A1B1 адпаведна. Знайдзіце адлегласць 
паміж прамымі:
а) АС і МВ1; в) КМ і СD;  д) МD1 і С1К;
б) ВС і РС1; г) КР і МС;  е) С1Р і DМ.

517. Усе канты правільнай шасцівугольнай прызмы ABCDEFA1B1C1D1E1F1 
роўныя а, пункты К, Р, М — сярэдзіны кантаў AF, DE і BB1 ад-
паведна. Знайдзіце адлегласць паміж прамымі:
а) АС і МР; в) КМ і СD;  д) МD1 і КР;
б) ВС і РС1; г) КР і МС;  е) С1Р і DМ.

§ 1ϰ. ʿр̼мяненне вектара̲ і каард̼нат
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ДАВЕДАЧНЫ МАТЭРЫЯЛ

Дзве прамыя
Дзве прамыя a і b могуць быць паралельнымі (рыс. 382) або пера ся-

каль нымі (рыс. 383).

ˀыс͘ ϯϴϮ ˀыс͘ ϯϴϯ

ˀыс͘ ϯϴϰ ˀыс͘ ϯϴϱ ˀыс͘ ϯϴϲ

ˀыс͘ ϯϴϳ ˀыс͘ ϯϴϴ

Перасякальныя прамыя раздзяляюць плоскасць на чатыры вуглы, 
пары якіх маюць спецыяльныя назвы. Вуглы 1 і 2, якія маюць агуль-
ную старану, называюць сумежнымі, а вуглы 1 і 3, стораны кожнага 
з якіх з’яўляюцца працягамі старон другога вугла, — вертыкальнымі. 
Сумежныя вуглы разам складаюць 180°, а вертыкальныя вуглы роўныя 
адзін аднаму.

Тры прамыя
Сярод трох прамых a, b, c можа не быць паралельных прамых 

(рыс. 384) або такія прамыя могуць быць. Калі паралельныя прамыя a 
і b ёсць, то трэцяя прамая c можа быць паралельнай ім (рыс. 385) або 
перасякаць іх (рыс. 386).

Калі дзве прамыя a і b перасечаны трэцяй прамой, то ўтвараюцца 
8 вуглоў (рыс. 387). Вуглы 1 і 5, 2 і 6, 3 і 7, 4 і 8 называюцца адпаведнымі, 
вуглы 3 і 5, 4 і 6 — унутранымі накрыжлеглымі, вуглы 3 і 6, 4 і 5 — 
унутранымі аднабаковымі.

Даведа̸н̼ мат̾р̼я̣
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Уласцівасці паралельных прамых: калі прамыя a і b паралельныя, 
то пры перасячэнні іх трэцяй прамой адпаведныя вуглы роўныя, уну-
траныя накрыжлеглыя вуглы роўныя, а ўнутраныя аднабаковыя разам 
складаюць 180°.

Прыметы паралельных прамых: прамыя a і b паралельныя, калі пры 
перасячэнні іх трэцяй прамой адпа ведныя вуглы роўныя, унутраныя накрыж-
леглыя вуглы роўныя, а ўнутраныя аднабаковыя разам складаюць 180°.

Тры папарна перасякальныя прамыя абмяжоўваюць на плоскасці 
трох ву гольнік (рыс. 388).

Трохвугольнік
Уласцівасці трохвугольніка (рыс. 389):

 •сума ўнутраных вуглоў роўная 180°:
 ∠ A  +  ∠ B  +  ∠ C  =  180°;

 •кожная старана трохвугольніка меншая за суму 
дзвюх іншых яго старон і большая за іх рознасць: 

b – c  <  a  <  b  +  c; 

a – c  <  b  <  a  +  c; 

a – b  <  c  <  a  +  b;

 •большаму вуглу адпавядае большая супрацьлеглая старана: калі 

∠ A  >  ∠ C, то a  >  c;

 •большай старане адпавядае большы супрацьлеглы вугал: 

калі a  >  c, то ∠ A  >  ∠ C;

 •тэарэма косінусаў: квадрат стараны роўны суме квадратаў дзвюх 
іншых старон без падвоенага здабытку гэтых старон і косінуса вугла 
паміж імі: 

a2  =  b2  +  c2 – 2bc cos A;

 •тэарэма сінусаў: стораны прапарцыянальныя сіну сам супрацьлег-

лых вуглоў; 

a
Asin
  = 

b
Bsin
  = 

c
Csin

.

Акрамя старон і вуглоў трохвугольнік мае іншыя элементы.

Знешні вугал трохвугольніка — вугал, сумежны з яго 
ўнутраным вуглом (рыс. 390).

Знешні вугал трохвугольніка роўны суме двух яго 
ўнутраных вуглоў, не су межных з ім: 

∠ BAD  =  ∠ B  +  ∠ C.

ˀыс͘ ϯϴϵ

Даведа̸н̼ мат̾р̼я̣

ˀыс͘ ϯϵϬ
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Сярэдняя лінія трохвугольніка — адрэзак, што злу-
чае сярэдзіны дзвюх яго старон (рыс. 391).

Сярэдняя лінія трохвугольніка паралельная трэцяй 
старане (аснове) і роўная яе палавіне: 

MN | |  AB, MN  = 
1
2

AB.

Медыяна трохвугольніка — адрэзак, што злучае 
вяршыню трох ву голь ніка з сярэдзінай супрацьлеглай 
стараны (рыс. 392).

Медыяны трохвугольніка перасякаюцца ў адным 
пункце, які адсякае ад кожнай з іх трэцюю долю, калі 
лічыць ад стараны (рыс. 393): 

A1G  = 
1
3

 AA1, B1G  = 
1
3

BB1, C1G  = 
1
3

 CC1.

Бісектрыса трохвугольніка — адрэзак бісектрысы 
вугла трох ву гольніка, заключаны паміж яго вяршыняй 
і супрацьлеглай стараной (рыс. 394).

Бісектрыса трохвугольніка дзеліць супрацьлег лую 
старану на часткі, прапарцыянальныя прылеглым ста-
ранам:

 
BA
CA

1

1
  = 

AB
AC

. 

Бісектрысы трох вугольніка перасякаюцца ў адным 
пункце (рыс. 395).

Вышыня трохвугольніка — перпендыкуляр, апушча-
ны з вяршыні трох вугольніка на прамую, што праходзіць 
праз супрацьлеглую яго стара ну (рыс. 396).

Прамыя, што праходзяць праз вышыні трох ву-
гольніка, перасякаюцца ў адным пункце (рыс. 397).

Плошча трохвугольніка роўная палавіне здабыт-
ку стараны і праведзенай да яе вышыні, або здабытку  

ˀыс͘ ϯϵϭ

ˀыс͘ ϯϵϮ

ˀыс͘ ϯϵϯ

ˀыс͘ ϯϵϰ

ˀыс͘ ϯϵϱ ˀыс͘ ϯϵϲ ˀыс͘ ϯϵϳ

Даведа̸н̼ мат̾р̼я̣
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вышыні трохвугольніка і перпендыкулярнай 
ёй сярэдняй лініі, або палавіне здабытку дзвюх 
яго старон і сінуса вугла паміж імі, або ква-
дратнаму кораню са здабытку паўперыметра 
і трох рознасцей паўперыметра з кожнай ста-
раной, або здабытку паўперыметра і радыуса 
ўмежанай акружнасці, або здабытку трох старон 
трохвугольніка, падзеленаму на пачацвяроны ра-
дыус апісанай акружнасці (рыс. 398): 

p  = 
1
2

 (AB  + BC  + CA); ˀыс͘ ϯϵϴ

S  = 
1
2

BC ⋅ AA1  = AA1 ⋅ MN  = 
1
2

AB ⋅ AC ⋅ sin BAC  = 

=  p p AB p BC p CA−( ) −( ) −( )  =  pr  = 
AB BC CA

R
⋅ ⋅
4

.  

Прамавугольны трохвугольнік
Два вуглы трохвугольніка абавязкова вострыя, а трэці — большы — 

яго вугал можа быць і вострым (рыс. 399), і прамым (рыс. 400), і тупым 
(рыс. 401). У адпаведнасці з гэтым трохвугольнікі падзяляюць на востраву-
гольныя, прамавугольныя, тупавугольныя.

ˀыс͘ ϯϵϵ ˀыс͘ ϰϬϬ ˀыс͘ ϰϬϭ

Даведа̸н̼ мат̾р̼я̣

ˀыс͘ ϰϬϮ

Уласцівасці прамавугольнага трохвугольніка 
(рыс. 402).

 •Вострыя вуглы разам складаюць 90°: 

∠ A  +  ∠ B  =  90°;
 •тэарэма Піфагора: квадрат гіпатэнузы роўны 

суме квадратаў катэтаў:

AB2  = AC2  + BC2;

 •калі катэт ляжыць насупраць вугла ў 30°, то 
ён роўны палавіне гіпатэнузы;

 •калі катэт роўны палавіне гіпатэнузы, то ён 
ляжыць насупраць вугла ў 30°;
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 •медыяна, праведзеная да гіпатэнузы, роўная палавіне гэтай гіпа тэ-
нузы і з’яўляецца радыусам апісанай акружнасці: 

CC2  = AC2  = BC2;

 •вышыня прамавугольнага трохвугольніка, праведзеная да гіпатэ ну-
зы, з’яўляецца сярэднім геаметрычным адрэзкаў, на якія яна раздзяляе 
гіпатэнузу, а катэт ёсць сярэдняе геаметрычнае гіпатэнузы і праекцыі 
гэтага катэта на гіпатэнузу: 

CC1  =  AC BC1 1⋅ , 

AC  =  AB AC⋅ 1 , 

BC  =  AB BC⋅ 1 ;

 •сінус вострага вугла роўны адносіне супрацьлеглага катэта да гіпа-
тэнузы; косінус вострага вугла роўны адносіне прылеглага катэта да гіпа-
тэ нузы; тангенс вострага вугла роўны адносіне супрацьлеглага катэта да 
прылеглага; катангенс вострага вугла роўны адносіне прылеглага катэта 
да супрацьлеглага: 

sin A  = 
BC
AB

; cos A  = 
AC
AB

; 

tg A  = 
BC
AC

; ctg A  = 
AC
BC

.

Прыметы прамавугольнага трохвугольніка. Трохвугольнік з’яўляецца 
прамавугольным, калі:

 •сума двух якіх-небудзь яго вуглоў роўная 90°;
 •квадрат большай яго стараны роўны суме квадратаў дзвюх іншых старон;

 •адна з яго медыян роўная палавіне стараны, да якой праведзена.

Раўнабедраны трохвугольнік
Калі трохвугольнік мае дзве роўныя стараны, яго называюць раўна-

бед раным (рыс. 403). Раўнабедраны трохвугольнік з трыма роўнымі 
старанамі называюць роўнастароннім (рыс. 404).

Уласцівасці раўнабедранага трохвугольніка (рыс. 405):

 •вуглы пры аснове роўныя: 

∠ A  =  ∠ C;

 •медыяна, бісектрыса, вышыня, праведзеныя да асновы, супадаюць: 

калі BB1 — медыяна, то BB1 — бісектрыса і вышыня; 

калі BB1 — бісектрыса, то BB1 — медыяна і вышыня; 

калі BB1 — вышыня, то BB1 — бісектрыса і медыяна.

Даведа̸н̼ мат̾р̼я̣
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ˀыс͘ ϰϬϯ ˀыс͘ ϰϬϰ ˀыс͘ ϰϬϱ

Прыметы раўнабедранага трохвугольніка. Трохвугольнік з’яўляецца 
раўнабедраным, калі:

 •дзве яго стараны роўныя;

 •два яго вуглы роўныя;

 •медыяна і вышыня, або медыяна і бісектрыса, або вышыня і бісек-
т ры са, праведзеныя з адной вяршыні, супадаюць.

Роўнасць фігур
Роўныя фігуры — фігуры, якія супадаюць пры накладанні.

Прыметы роўнасці трохвугольнікаў. Трохвугольнікі з’яўляюцца роў-
ны мі, калі яны маюць роўныя:

 •вугал і прылеглыя да яго стораны;

 •старану і прылеглыя да яе вуглы;

 •тры стараны.

Прыметы роўнасці прамавугольных трохвугольнікаў. Прамавуголь-
ныя трохвугольнікі з’яўляюцца роўнымі, калі ў іх адпаведна роўныя:

 •катэты;

 •катэт і прылеглы да яго востры вугал;

 •гіпатэнуза і востры вугал;

 •гіпатэнуза і катэт.

Падобнасць фігур
Тэарэма Фалеса. Калі на адной старане вугла адкласці роўныя адрэзкі 

і праз іх канцы правесці паралельныя прамыя, якія перасякаюць другую 
старану вугла, то гэтыя прамыя на другой старане высякаюць таксама 
роўныя адрэзкі.

Падобныя трохвугольнікі — трохвугольнікі, вуглы якіх папарна 
роўныя, а адпаведныя стораны прапарцыянальныя.

Даведа̸н̼ мат̾р̼я̣

Правообладатель Адукацыя і выхаванне
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Прыметы падобнасці трохвугольнікаў. Трохвугольнікі з’яўляюцца 
падобнымі, калі ў іх:

 •ёсць па роўным вугле, а прылеглыя да іх стораны прапарцыянальныя;

 •ёсць па два роўныя вуглы;

 •усе тры стараны прапарцыянальныя.

Адносіна любых адпаведных лінейных элементаў падобных трох-
ву голь нікаў роўная каэфіцыенту падобнасці. Адносіна перыметраў па-
добных многавугольнікаў роўная каэфіцыенту падобнасці. Адносіна 
плошчаў падобных многавугольнікаў роўная квадрату каэфіцыента 
падобнасці. Адносіна аб’ёмаў падобных фігур-цел роўная кубу каэфі-
цыента падобнасці.

Акружнасць і круг
Адносіна даўжыні C акружнасці да яе дыяметра d ёсць адна і тая 

для любой акружнасці (рыс. 406). Гэта адносіна выражае лік, які аба-
значаецца π.

π  = 
C
d   =  3,141592…

Даўжыні C акружнасці, плошча S адпаведнага кру-
га і іх радыус r звязаны формуламі: 

C  =  2πr; S  =  πr2; S  = 
C
2

r.

Акружнасць і вугал
Вугал, вяршыня якога знаходзіцца ў цэнтры круга, называецца цэнтраль-

ным вуглом.

Вугал, вяршыня якога належыць акружнасці, а стораны маюць з 
акружнасцю агульныя пунк ты, называецца ўмежаным (упісаным) вуг-
лом (рыс. 407).

Умежаны вугал вымяраецца палавінай дугі, на якую ён абапіраецца.

Умежаны вугал, які абапіраецца на дыяметр, з’яўляецца прамым.

Умежаныя вуглы, што абапіраюцца на адну дугу, 
роўныя.

Вугал з вяршыняй унутры круга вымяраецца паўсумай 
дуг, адна з якіх заключана паміж сторанамі дадзенага 
вугла, а другая — паміж сторанамі вугла, вертыкальнага 
дадзенаму.

Вугал, вяршыня якога знаходзіцца па-за кругам, 
а стораны перасякаюць акружнасць, вымяраецца 
паўрознасцю дуг, якія гэты вугал высякае з акружнасці.

ˀыс͘ ϰϬϲ

ˀыс͘ ϰϬϳ

Даведа̸н̼ мат̾р̼я̣
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насцю, ёсць велічыня пастаянная (роўная a2 – r2, 
дзе r — радыус круга, a — адлегласць ад цэнтра да 
выбранага пункта).

Акружнасць і трохвугольнік
Акружнасць, умежаная ў многавугольнік, — акруж-

насць, якая датыкаецца да ўсіх старон многавугольніка.

Акружнасць, апісаная каля многавугольніка, — 
акружнасць, якая праходзіць праз усе вяршыні 
многавугольніка.

Цэнтр умежанай акружнасці супадае з пунктам 
перасячэння бісектрыс трохвугольніка.

Цэнтр апісанай акружнасці супадае з пунктам 
перасячэння пасярэдніх перпендыкуляраў да старон 
трохвугольніка (рыс. 409).

Радыусы r і R умежанай і апісанай акружнасцей 
звязаны з іншымі элементамі трохвугольніка фор му-
ламі:

r  = 
S
p

; R  = 
abc

S4
; 

a
Asin
  =  2R.

ˀыс͘ ϰϬϴ

Даведа̸н̼ мат̾р̼я̣

ˀыс͘ ϰϬϵ

Акружнасць і прамая
Сякучая — прамая, якая мае з акружнасцю два агульныя пункты.

Датычная — прамая, якая мае з акружнасцю адзін агульны пункт 
(рыс. 408).

Уласцівасць датычнай: датычная перпендыкулярная да радыуса, пра-
ведзенага ў пункт дотыку.

Прымета датычнай. Прамая з’яўляецца датычнай, калі яна 
праходзіць праз пункт акружнасці і перпендыкулярная да радыуса, пра-
ведзенага ў гэты пункт.

Вугал паміж датычнай і сякучай, праведзенай праз пункт дотыку, 
вымяраецца палавінай дугі, якую гэты вугал заключае.

Адрэзкі дзвюх датычных, праведзеных праз адзін пункт, заключаныя 
паміж гэтым пунктам і пунктамі дотыку, роўныя адзін аднаму.

Здабыткі адрэзкаў перасякальных хорд роўныя (і роўныя r2 – a2, дзе 
r — радыус круга, a — адлегласць ад цэнтра да пункта перасячэння).

Калі сякучая і датычная праходзяць праз дадзены пункт па-за кру-
гам, то здабытак адрэзкаў сякучай, што злучаюць гэты пункт з пунктамі 
перасячэння сякучай з акружнасцю, роўны квадрату адрэзка датычнай з 
канцамі ў дадзеным пункце і пункце дотыку.

Калі сякучая праходзіць праз пункт па-за кругам, то здабытак ад рэз-
каў, што злучаюць гэты пункт з пунктамі перасячэння сякучай з акруж-

Правообладатель Адукацыя і выхаванне
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Чатырохвугольнік
Плоская замкнёная чатырохзвёнавая ломаная вылучае з плоскасці 

чатырохвугольнік. Чатырохвугольнік на рысунку 410 — выпуклы, а на 
рысунку 411 — нявыпуклы. Звычайна разглядаюць выпуклыя чатырох-
вугольнікі.

Уласцівасці чатырохвугольніка:

 •сума ўнутраных вуглоў роўная 360°;
 •сярэдзіны старон чатырохвугольніка з’яўляюцца вяршынямі парале-

лаграма (рыс. 412);

 •плошча чатырохвугольніка роўная палавіне здабытку яго дыягана-
лей і сінуса вугла паміж імі.

ˀыс͘ ϰϭϯ ˀыс͘ ϰϭϰ

Трапецыя
Трапецыя — чатырохвугольнік, у якога дзве стараны паралельныя, а 

дзве іншыя стараны — непаралельныя (рыс. 413).

Уласцівасці трапецыі (рыс. 414):

 •сума вуглоў, прылеглых да бакавой стараны, роўная 180°:

∠ A  +  ∠ B  =  180°; ∠ C  +  ∠ D  =  180°;

 •сярэдняя лінія трапецыі паралельная яе асновам і роўная іх паўсуме: 

MN  | | AD, MN  | | BC, MN  = 
1
2

(AD  + BC);

 •плошча трапецыі роўная здабытку яе сярэдняй лініі і вышыні:

SABCD  = BB1 ⋅ MN;

ˀыс͘ ϰϭϮˀыс͘ ϰϭϭˀыс͘ ϰϭϬ

Даведа̸н̼ мат̾р̼я̣
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 •з трохвугольнікаў, на якія дыяганалі раздзяляюць трапецыю, 
трохвугольнікі, прылеглыя да яе асноў, — падобныя, а трохвугольнікі, 
прылеглыя да бакавых старон, — роўнавялікія:

D AOD ∼ D BOC; SAOB  = SDOC.

Паралелаграм
Паралелаграм — чатырохвугольнік, у якога дзве пары паралельных 

старон (рыс. 415).
Уласцівасці паралелаграма (рыс. 416):

 •сума вуглоў, прылеглых да любой яго стараны, роўная 180°: 
∠ A  +  ∠ B  = 180° і ∠ B  +  ∠ C  = 180° 

і ∠ C  +  ∠ D  = 180° і ∠ D  +  ∠ A  = 180°;

 •яго супрацьлеглыя стораны паралельныя і роўныя: 

AD  | | BC і AB  | | CD; AD  = BC і AB  = CD;

 •яго супрацьлеглыя вуглы роўныя: 

∠ A  =  ∠ C і ∠ B  =  ∠ D;

 •пункт перасячэння дыяганалей дзеліць іх папалам: 

AO  = CO; BO  = DO;

 •пункт перасячэння дыяганалей ёсць цэнтр сіметрыі паралелаграма;

 •плошча роўная здабытку стараны і праведзенай да яе вышыні: 

SABCD  = AD ⋅ BB1.

Прыметы паралелаграма. Чатырохвугольнік з’яўляецца паралела-
грамам, калі:

 •сумы вуглоў, прылеглых да якіх-небудзь дзвюх сумежных старон, 
роўныя 180° кожная: 

∠ A  +  ∠ B  =  180° і ∠ B  +  ∠ C  =  180°, або ∠ B  +  ∠ C  =  180° і 

∠ C  +  ∠ D  =  180°, або ∠ C  +  ∠ D  =  180° і ∠ D  +  ∠ A  =  180°, або 

∠ D  +  ∠ A  =  180° і ∠ A  +  ∠ B  =  180°;
 •яго супрацьлеглыя стораны роўныя: 

AD  = BC і AB  = CD;

Даведа̸н̼ мат̾р̼я̣

ˀыс͘ ϰϭϱ ˀыс͘ ϰϭϲ
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 •ён мае пару супрацьлеглых паралельных і роўных старон: 

AD  | | BC і AD  = BC або AB  = CD і AB  | | CD;

 •яго супрацьлеглыя вуглы роўныя: 

∠ A  =  ∠ C і ∠ B  =  ∠ D;

 •яго дыяганалі пунктам перасячэння дзеляцца папалам: 

AO  = CO; BO  = DO.

Прамавугольнік

Прамавугольнік — паралелаграм, у якога ёсць прамы вугал (рыс. 417).

Уласцівасці прамавугольніка (рыс. 418):

 •усе яго вуглы роўныя адзін аднаму і прамыя: 

∠ A  =  ∠ B  =  ∠ C  =  ∠ D  =  90°;
 •яго дыяганалі роўныя: 

AC  = BD;

 •пасярэднія перпендыкуляры да яго старон з’яўляюцца восямі 
сіметрыі;

 •яго плошча роўная здабытку сумежных старон: 
SABCD  = AB ⋅ AD.

Прыметы прамавугольніка. Паралелаграм з’яўляецца прамавугольні-
кам, калі:

 •яго дыяганалі роўныя: 
AC  = BD;

 •пасярэдні перпендыкуляр да якой-небудзь стараны паралелагра-
ма з’яўляецца яго воссю сіметрыі; MN — вось сіметрыі або PQ — вось 
сіметрыі.

Ромб
Ромб — паралелаграм, у якога ёсць роўныя сумежныя стораны 

(рыс. 419).
Уласцівасці ромба (рыс. 420):

ˀыс͘ ϰϭϳ ˀыс͘ ϰϭϴ

Даведа̸н̼ мат̾р̼я̣
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 •усе яго стораны роўныя адна адной: 

AB  = BC  = CD  = DA;

 •яго дыяганалі перпендыкулярныя: 
AC ⊥ BD;

 •яго дыяганалі дзеляць вуглы папалам:

∠ ABD  =  ∠ CBD і ∠ BCA  =  ∠ DCA;

 •прамыя, якім належаць яго дыяганалі, з’яўляюцца восямі сіметрыі;

 •яго плошча роўная палавіне здабытку дыяганалей:

 SABCD  = 
1
2

AC ⋅ BD.

Прыметы ромба. Паралелаграм з’яўляецца ромбам, калі:

 •ён мае пару роўных сумежных старон:

AB  = BC або BC  = CD або CD  = DA або DA  = AB;

 •яго дыяганалі перпендыкулярныя:

AC ⊥ BD;

 •яго дыяганалі дзеляць вуглы папалам:

∠ ABD  =  ∠ CBD і ∠ BCA  =  ∠ DCA;

 •прамыя, якім належаць яго дыяганалі, з’яўляюцца восямі сіметрыі.

Квадрат
Квадрат — прамавугольнік, у якога ёсць 

роўныя сумежныя стораны, або ромб, у якога 
ёсць прамы вугал (рыс. 421).

Паколькі квадрат з’яўляецца і прама ву гол ь-
нікам і ромбам, то ён валодае ўсімі ўласцівасцямі 
прама ву гольніка і ўсімі ўласцівасцямі ромба.

Даведа̸н̼ мат̾р̼я̣

ˀыс͘ ϰϭϵ ˀыс͘ ϰϮϬ

ˀыс͘ ϰϮϭ
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Акружнасць і чатырохвугольнік
Уласцівасць апісанага чатырохвугольніка (рыс. 422): сумы супраць-

леглых старон роўныя.

Прымета апісанага чатырохвугольніка. Чатырох ву гольнік з’яўля ецца 
апісаным каля акружнасці, калі ў яго роўныя сумы супрацьлеглых старон.

Уласцівасць умежанага чатырохвугольніка (рыс. 423):
а) сума супрацьлеглых вуглоў роўная 180°:

∠ A  +  ∠ C  =  ∠ B  +  ∠ D  =  180°;
б) здабытак дыяганалей роўны суме здабыткаў супрацьлеглых старон: 

AC ⋅ BD  = AB ⋅ CD  + AD ⋅ BC.
Прыметы ўмежанага чатырохвугольніка. Чатырохвугольнік з’яў ля-

ецца ўмежаным у акружнасць, калі:
а) сума супрацьлеглых вуглоў роўная 180°:

∠ A  +  ∠ C  =  ∠ B  +  ∠ D  =  180°;
б) вуглы, кожны з якіх утвораны стараной і дыяганаллю і якія абапі-

раюц ца на адну старану, роўныя:

∠ ACB  =  ∠ ADB, або ∠ BAC  =  ∠ BDC, або 

∠ CAD  =  ∠ CBD, або ∠ ACD  =  ∠ ABD.

ˀыс͘ ϰϮϮ ˀыс͘ ϰϮϯ

Даведа̸н̼ мат̾р̼я̣

Абазначэнні геаметрычных фігур, геаметрычных велічынь, 
дачыненняў паміж імі і аперацый над фігурамі

Φ, Φ1, Φ2, Φ3, … — геаметрычная фігура;
∅ — пустое мноства;
A, B, C, D, …, X, Y, Z, A1, A2, A3, …, An … Z1, Z2, Z3, ..., An … — пункты пра-

сторы;
a, b, c, d, …, x, y, z, a1, a2, a3, …, an … z1, z2, z3, ..., an … — прамыя пра-

сторы;
ω (A, r) — акружнасць з цэнтрам у пункце A і з радыусам r;
(AB) — прамая, што праходзіць праз пункты A і B;
[AB) — прамень з пачаткам у пункце A, што праходзіць праз пункт B;
[AB] — адрэзак з канцамі ў пунктах A і B;
(ABC) — плоскасць, якая праходзіць праз пункты A, B, C;
a, b, γ, δ, ..., χ, ψ, ω — плоскасці прасторы;
a,  b, γ, δ, ..., χ, ψ, ω — велічыня плоскага вугла;

Правообладатель Адукацыя і выхаванне
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∠ ABC — вугал з вяршыняй у пункце B;
 ABC — трохвугольнік ABC;
» AB — дуга AB;
| AB|  — адлегласць ад пункта A да пункта B; даўжыня адрэзка AB;
| Aa|  — адлегласць ад пункта A да прамой a;
| Aa|  — адлегласць ад пункта A да плоскасці a;
| ab|  — адлегласць паміж прамымі a і b;
|ab|  — адлегласць паміж плоскасцямі a і b;
° — градус;
′ — мінута;

″ — секунда (∠ ABC = 45° 15′ 30″);
∞ — бясконцасць;
PABCD — перыметр чатырохвугольніка ABCD;
pABC — паўперыметр трохвугольніка ABC;
SABC — плошча трохвугольніка ABC;
Sбак  — плошча бакавой паверхні фігуры;
Sпоўн  — плошча поўнай паверхні фігуры;
A  = B  — пункт A супадае з пунктам B;
a = b  — прамая a супадае з прамой b;

 ABC =  A1B1C1 —  трохвугольнік ABC роўны трохвугольніку A1B1C1;

| AB|  = | AС|  — адлегласць ад пункта A да пункта B роўная адлегласці ад 
пункта A да пункта C;

a Ç  b = a — плоскасці a і b перасякаюцца па прамой a;

a Ç  b = ∅  — прамыя a і b не перасякаюцца;

 ABC    A1B1C1 — трохвугольнік ABC падобны трохвугольніку A1B1C1;

a | | b — прамая a паралельная прамой b;
a  b — прамая a не паралельная прамой b;

a | | b — плоскасць a паралельная прамой b;

a | | b —  плоскасць a паралельная плоскасці b;

a  ⊥  b — прамая a перпендыкулярная прамой b;

a ⊥ b  — прамая a не перпендыкулярная прамой b;

a  ⊥  b  — плоскасць a перпендыкулярная прамой b;

a  ⊥  b  — плоскасць a перпендыкулярная плоскасці b;

a ⋅ b  — прамая a скрыжаваная з прамой b;
C  b  — пункт C належыць прамой b;

C Ï b  — пункт C не належыць прамой b;
C  a  — пункт C належыць плоскасці a;

a Ì a — прамая a ляжыць у плоскасці a;

a Ë a — прамая a не ляжыць у плоскасці a;

 ABC Ì a — трохвугольнік ABC ляжыць у плоскасці a;
Прa AB — праекцыя прамой AB на плоскасць a;

Φ1 Ç  Φ2 — перасячэнне (агульная частка) фігур Φ1 і Φ2;

Φ1 È  Φ2 — аб’яднанне фігур Φ1 і Φ2.

Правообладатель Адукацыя і выхаванне



ϭϵϮ ʤдказ̼

Адказы

Раздзел 1

6. 198 см2; 18 11 3+( )  см2. 7. а) 150; 12 5 12 3, +( ) ; б) 1200; 1400; 

в) 3456; 108 32 9 3+( )  8. 7 5 10 3, ( )+ см2; 9. 416 м2; 656 м2. 10. 1320 см2. 

11. а) 13 см; б) 195 3 см2; в) 270 3 см2. 12. а) 3 34 см; б) 540 см2; 

в) 864 см2. 13. 37 5 3, см2. 14. а) 13 см; 12 см; б) 360 см2;  

в) 30 12 5 3+( ) см2. 15. а) 2 217  см; 16 3  см; б) 1248 3 см2;  

в) 2400 3 см2. 16. а) 2 58  cм;  2 65  см; б) 296 см2; в) 392 см2.  

17. а) 142 45 3-  см; 142 45 3+  см; б) 192 см2; в) 282 см2. 18. а) 5 м; 

89 м; б) 8 5 34+( )м2; в) 8 11 34+( ) м2. 19. а) 8 3  см; 8 6  см; 8 6  см; 

б) 192 1 2+( )  см2; в) 192 2 2+( )  см2. 20. 2,4 34  см, 3 17 см. 23. 1 або 3. 

51. 10  см. 52. 960 см2. 53. 4 см. 57. 72 дм2. 58. 576 1 3+( )  см2. 59. 11 мм 

і 60 мм. 60. 4640 см2 або 8448 см2. 61. 4 см. 64. в) 
3

8
м2. 65. 

a
9

2 5 2−( ). 

66. 
a2 3

16
. 67. 

a
2

2 3 1+( ) , 
a2 11

16
. 69. l a

l
2

4
2

2

- . 73. 72 см2. 74. 
k k l2 2

4
+

. 

75. 
a
4

6 2−( ), 3 2
8

a
. 76. 20 3 мм, 10 21 мм, 10 21  мм. 83. 

S 7

2 3 6( )+
. 

84. 1,25 a2 3. 85. 10 мм, 
20 6

3
 мм, 

20 6
3

 мм. 86. 2 6 2 2S( )+ . 90. 2 32R . 

91. 3l2. 92. 2 3  м2. 93. 1

2 2
44 2

a
a S+ .  94. 2 2

1
12a

cos
cos
γ
γ−
+









.  

95. 
3
8

8 2 2c
h c+ . 96. 

4
3

13 10+( ) м. 97. 480 см2. 98. 2 2 4 2 4Q a−( ) .

Раздзел 2

103. б) 200 см. 104. 3 + 2 2  м. 105. 40 м або 8 м. 106. 12 см. 

107. 36 см. 108. 24 см. 109. а) 7 см; б) 30 см. 110. 50 см. 111. 40 мм. 

113. б) 12 см. 114. 
16 3

3
 см. 115. 

9 3
8

2m
. 121. а) 40°; б) 45°; в) 90°. 

Правообладатель Адукацыя і выхаванне



ϭϵϯ

122. а) 58°; б) 47°. 123. а) 90°; б) 64°. 126. У 5 разоў. 132. б) 1600 см2.  

133. 
S

4
. 134. б) 5 см. 135. 3. 136. 

1
3

m. 137. 4S. 146. 96 см. 147. 8
1
3

 см.  

148. 10 см. 149. 16 см. 150. 24 см; 36 см. 151. 25 см. 152. 1620 см2.   

153. 
S 15

4
. 160. а) 18 см; 15 см; б) 54 см; 72 см. 162. б) 4 : 9. 163. в) 6 см2. 

172. б) 4 см. 173. 8 см2. 181. 
q

16
. 182. 64 см2. 183. б) 140 см. 184. 46 см. 

185. 109 см. 186. 6 S. 187. 72 см. 188. 
4
3

S. 189. 
1
9

S; 
4
9

S. 190. 1 : 3. 

191. 0,16 q. 192. 
9
64

4 2 2m
n m- . 193. 32 см2. 210. 

a 3
4

. 211. 38 см.

Раздзел 3

217. 40 см. 218. 7,8 м. 219. 18 см. 220. 4 65  см або 4 17  см; 32 см; 

20 см. 221. d
a2

2

2
+ . 222. 6,5 см. 223. а) 13 см; б) 30 см; в) q p r2 2 2− + ;  

г) l k m2 2 22− + . 224. 12 см. 225. а) 2,4; б)
455
12

; в) 0. 226. 36 см. 

227. 15 см. 231. 400 (2+ 5) мм2. 232. 296 см2. 233. 36 5 . 239. а) 1250; 

б) 2500 2 ; в) 2500; г) 5000. 240. 9 2  см2. 241. 15 см. 242. 23 см. 

243. 60 см, 36 см. 244. 20 см, 24 см. 245. 12 см. 247. а) 4; 1; б) 4; 1;  

в) 2 +  2 ; 
2

2
; г) 2 +  2 ; 

2
2

;  д) 2 +  2 ; 2 . 249. а) 
d

cosb , d tg b;  

б) m cos b, m sin b. 250. а) 2 см;  б) 4 2 см. 251. 2  м. 252. а) 1;  

б) 1 2+ cosβ. 253. 6 см, 15 см. 254. а) 41 см, 55 см; б) 40 см, 80 см. 

255. 3 см; 7,5 см. 256. 270 см2. 261. а) а; б) а; в) а; г) а; д) а; е) а. 

262. 60 см. 263. 120 см. 264. 4 см, 4 10  см. 265. а) 
a 3

2
; б) a 3;  

в) 
2 21

7
a

; г) 
a 3

2
; д) a 3; е) 

3

5

a
. 266. а) a; б) 

a 2
2

; в) 
a

6
. 267. 12,5 337  см2. 

268. 56. 269. 10 см, 6 см. 270. 
mp

p q+  або 
mq

p q+ .  271. а) 
2 21

7
; б) 

94
8

; 

в) 
7

2
. 272. 

abc

a b c b c2 2 2 2 24+( ) +
, 

abc

b a c a c2 2 2 2 24+( ) +
, 

abc

c a b a b2 2 2 2 24+( ) +
.  

ʤдказ̼
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ϭϵϰ

273. 
a 6

3
. 274. а) 

a 3
4

; б) 
3 3

4
a

; в) 
a 3

2
; г) 

2 39
13

a
. 275. 

a 2
2

.  

276. 
a
b

b a
4

4 2 2− . 278. 12,5 см, 25 см. 280. а) 17 дм; б) 176 5,  дм.  

281. б) 51 дм; в) 
a b

a b
h

2 2

2 2
2

+
+ . 282. а) 20; б) 5 3. 283. 2,5 см, 

41
2

 см, 
61
2

 см, 

2,5 17  см. 284. 
a 13

2
; 

a 39
8

. 285. 40 см, 16 см. 286. 2 2 2y x- .  

287. 16 3 17+( ) . 288. 18 м і 12 м. 290. 6 см. 291. а) 
m 2

2
; б) 

m
2

; в) m 3
2

. 

292. 30°. 294. 
2 7

3

2h
. 295. а) d 2 ; б) d 6 . 296. а) d 7 ; б) 2d. 297. 3d. 

298. 45°. 299. 5 5  мм. 300. а) arccos
b c

a b c

2 2

2 2 2

−

+ +
; б) arccos

a c

a b c

2 2

2 2 2

−

+ +
; 

в) arccos
a b

a b c

2 2

2 2 2

−

+ +
. 301. а) 90°; б) 90°; в) arccos 2

8
; г) arccos 5 2

8
;  

д) arccos 2
8

; е) arccos 2
8

.  306. arccos
3

3
. 307. 45°.  316. 10 см. 317. 27 см. 

318. 
a 6

4
. 319. 2l2. 320. а) 

c 3
4

; б) arcsin
3

4
. 321. 3,36 см. 322. а) 8 3  см; 

б) 112 3 см2. 323. 4 м. 324. 90°, 45°, 60°. 325. 60°. 326. 60°. 327. 217 см. 

328. 2a. 329. 
1

3
. 330. 25 см.  331. а) 42 см; б) 16; в) 2x. 332. 60°. 333. 120°. 

334. arccos 
1
3

.  336. arccos 
1
3

. 337. arccos 
a

b a3 4 2 2−( )
; arccos 

2

4

2 2

2 2

b a
b a

-
-

. 

338. arccos −( )1
3

; arccos
1

3
. 339. arccos

a

b a4 2 2-
; arccos

a
a b

2

2 24−
.  

343. а) 5 6; б) 5 2 . 344.
a
2

. 345. 27 дм2. 352. m n2 2 2sin β+ . 354. а) 90°. 

355. а) 60°; б) 90°; в) 60°; г) 60°; д) 60°; е) 30°. 360. а) 0; б) a 3 ; в) а;  

г) 2а; д) 
a 3

2
; е) 

a 7
2

. 361. 13 см. 364. 10 2 .

ʤдказ̼

Правообладатель Адукацыя і выхаванне



ϭϵϱ

Раздзел 4

366. а) (0; 0; 0), (а; 0; 0), (0; а; 0), (а; а; 0), (0; 0; а), (а; 0; а), (0; а; а), 

(а; а; а); в) (0; 0; 0), (а; 0; 0), (0; а; 0), (а; а; 0), (0; 0; –а), (а; 0; –а),  

(0; а; –а), (а; а; –а). 368. а) (–2; 0; 0), (а; 0; 0); г) (–2; 4; 0), (a; b; 0).  

369. а) D(3; 1; 10); б) D(5; 5; –6); в) D(1; –3; –4). 374. а) (–2; 1; –3),  

(–a; –b; с); б) (–4; 7; –7), (–a – 4; –b +  6; с – 4); в) (2; 1; –3), (a; –b; –с); 

е) (2; –1; –3), (a; b; с). 375. а) 26; б) 13; в) 4 5; г) 65; д) 5; е) 4; ж) 1; 

з) 3. 376. а) (1,5; 0; 0); б) (0; 0; 0,75). 377. а) (0; 0; 0); б) любы пункт восі 

аплікат. 378. а) − ±( )4 30 0 0; ; ; б) 0 1 22 0; ;±( ) ; в) 0 0
5 4 10

3
; ;

±







 .  

379. а)
 

arccos
4

13
; б) arccos

3
13

; в) arccos
12
13

; г) arcsin
12
13

; д) arcsin
3

13
;  

е) arcsin
4

13
. 380. а)

 
arccos

3
5

; б) arccos
4
5 ; в) 90°; г) 0°; д) arcsin

4
5

; 

е) arcsin
3
5

. 381. а) х  = 2; б) у  = 3; в) z  = –2; г) x – y + 1  = 0. 398. а) k  = –1; 

б) k  = –0,5; в) k  = –2. 400. а) 4b


; б) − −4 2p r
�� �

. 401. а) Пры k  =  1;  

б) пры k ≠ 1.  413. DK DA DB DC
� ���� � ��� � ��� � ���

= ⋅ + ⋅ + ⋅0 4 0 3 0 3, , , . 422. (6; –1; –7), або 

(–2; –5; 5), або (6; –1; 7). 423. а) (–2; –2; 2), (4; –2; 2), (2; –4; 4);  

б) (–2; 2; –3), (1; –2; 1), (0; 0; –2). 425. С(1; –1; 8), В1(2; 4; 8). 

426. а) D(0; 1; –1), А1(0; 2; 2),  С1(2; 0; 5), D1(–1; 0; 2); б) А1(0; 5; 1),  

С1(6; 3; 7), В(2; 1; 0), D(0; 3; 4).  428. а) Пры х  = –2, у  =  1; б) ні пры 

якіх; в) пры у  = 2х. 429. а) Не;  б) так. 430. а) В(2; 2; 0); б) А(1,5; –0,5; 0). 

431. а) Так; б) не. 432. т  = 13. 433. а) (2; 1; 3); б) (–1; 8; 0); в) (5; –8; –3); 

г) (–3; 2; 3). 436. а) − − −( )a a a; ;3 ; б) − −( )a a a; ;3 ; в) −










3
2

3
2

a a
a; ; ;  

г) −( )2 0a a; ; ; д) −










3
2

3
2

0
a a

; ; ;  е) − − −










3
2

3
2

a a
a; ; . 437. а) –1; б) 5;  

в) 0; г) –14. 438. а) 21 ; б) 10 ;  в) 10 ; г) 14 ; д) 3; е) 5 ; ж) 14 ; 

з) 14. 439. а) arccos
-1

210
; б) arccos

35
14

; в) 90°; г) arccos
-1

70
. 442. а) 21 2; 

ʤдказ̼
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60°; б) 6 2 2+ + ; 90°; в) 4 2 3+( ); arccos
-1
3 ; г) 140 129 105+ + ; 

arccos
47

3 1505
. 444. A

7
3

0 0; ;





, B 0

7
2

0; ;





; С(0; 0; 7). 445. а) –5; 1 2 2± ; 

б) 2; 
6 22

3
4 3 2

2
± ±

; . 446. а) Пры а  =  3; б) пры а  =  4. 447. а) arccos
3

10
;  

б) 60°; в) 0°; г) 45°. 448. а) 100; б) 697; в) 75; г) –245; д) 16; е) 331; ж) 747 ; 

з) 1167 ; і) 427 ; к) 847 . 449. а) arccos
3 2

2
-

; б) arccos
2 1

2 3 1

−

−( )
; 

в)
 

arccos
3 1

2 2

-
. 451. а) B

1
2

3
2

0; ;








 , C −











1
2

3
2

0; ; , E1
1
2

3
2

2− −








; ; , 

F1
1
2

3
2

2; ;−








 ; б) у  =  0; в) y x= −3 3 ; г) 2 2 3 3 2 0x y z+ + − = ;  

д) x y z+ + − =3 1 0 ;  е) 2 2 3 3 2 0x y z+ + − = ; ж) 
3

2
; з) 

3
4

; і) 0; к) 1,4;  

л) 0 6 5, ; м) 0,4.  452. 1  :  2. 453. а) 3  :  1; б) 6  :  1; в) 3  :  2. 454. 1  :  1. 

455. 2  :  1. 456. 1  :  2. 460. 
1

1 1k
AC

k
k

BD
+

+
+

� ��� � ����
. 467. 1 : 5. 468. а) 30°;  

б) arccos
6

3
. 469. 90°.  470.

 

arccos
1
5

. 471. 45°. 472.
 

arccos
7
5

. 473. 60°.  

474. а) 
2 34

17
; б) 

7
3

;  в) 
2 6

9
; г) 

7
7

. 475. а) 
16
17

; б) 
3

34
; в) 

4 2
7

;  

г) 
4

187
. 476. а) 

1
8

; б) 
13
14

; в) 
1
8

; г) 
1

35
. 477. а) 

74
37

; б) 
65

26
; в) 

1

26
; 

г) 
5

20
. 478. а) 30°; б) arccos

30
10

; в) arccos
7 6
18

; г) arccos
 

30
6

. 479. а) 30°; 

б) arccos
130
65

; в) arccos
2

19
;  г) arccos

15
5

. 480. а) 90°; б) arccos
10
5

;  

в) arccos
2 14

35
; г) arccos

3 10
10

. 481. а) 90°; б) arccos
- 35

70
. 482. б) arccos

2
3

. 

483. а) cos + cos

cos

α β
α2 1+( )

;  б) 
1

4 1 1

+ +
+( ) +( )

cos cos + cos

cos cos

α β γ
α β

. 484. а) arccos
2

4
; б) 90°; 

ʤдказ̼
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в) arccos
1
4

; г) arccos
2

8
; д) arccos

2
4

; е) arccos
1

10
. 485. а) 60°;  

б) arccos
2

4
; в) arccos

1
8 ; г) arccos

1

5
; д) arccos

5
10

; е) 60°. 486. а) 
2

2
; 

б) 30
10

; в) 
21
7

; г) 
93

31
; д) 

4 93
31

;  е) 
93

31
. 487. а) 1; б) 

21
7

; в) 
21
7

; 

г) 
3

4
; д) 

3 57
19

; е) 
13

13
. 488. 60°. 489. 45°. 490. а) arccos

1
3

; б) arccos
1

3
;  

в) arccos
5

33
. 491. а) arccos

2
3

;  б) arccos
1

3
; в) 45°; г) arccos

1
3

;  

д) arccos
11
4

; е) 90°. 492. а) arccos
3
5

;  б) arccos
1

5
; в) arccos

1
5

.  

493. а) arccos
21
23

; б) arccos
3

6
; в) 90°; г) arccos

5

69
. 494. а) arccos

14
7

; 

б) arccos
2

7
; в) arccos

2
3

. 495. а) 90°; б) arccos
3

13
;  в) arccos

2 3

13
.  

496. а) 3 : 2; б) arccos
5

4 3
. 497. а)

 
arccos

6
3

; б) arccos
3

3
; в) arccos

6
3

;  

г) arccos
3

3
. 498. а)

 
arccos

6
4

; б) arccos
33

11
. 499. а) 0°; б) 60°. 500. а) 45°; 

б) arccos
21
7

. 501. а) 60°; б) arcsin
2
3

; в) 60°; г) arcsin
2

5
;  д) arcsin

3
35

; 

е) arcsin
3

13
; ж) arcsin

3

2 51
; з) arcsin

3
13

. 502. а) arccos
5
6

; б) arcsin
1

6
;  

в) arcsin
2

15 ; г) arcsin
2
3

. 503. а) 
438
3

; б) 
8 38

19
; в) 

9

17
; г) 

91
7

;  

д) 
3 42

7
; е) 

2 1798
29

. 504. а) 
7

3
; б) 1; в) 

323
54

; г) 2; д) 3 ; е) 
1339
26

; 

ж) 2 3 ; з) 
1342
22

. 505. а) 
14
4

; б) 0,5; в) 0,5;  г) 
7

2
; д) 0 8 5, ; е) 

3
2

; 

ж) 0,5; з) 0 8 5, . 506. а) 
a 55

10
; б) 

a 6
3

; в) 
a 95

20
; г) 

a 11
4 . 507. а) a 6

2
; 

б) 
a 7

4
; в) 

a 39
4

; г) 
a 210

10
; д) 

a 6
2

; е) 
a 6

4
;  ж) 

a 10
2

; з) 
a 210

5
.  

ʤдказ̼

Правообладатель Адукацыя і выхаванне



ϭϵϴ

508. а) a
14
15

; б) a
14
23

; в) a
7

46
; г) a

14
25

. 509. а) 
abc

a b a c b c2 2 2 2 2 2+ +
;  

б) 
abc

ab ac bc
3

+ +
. 510. а) 

1
2

2 2 2a b c+ + ; б) 
abc

ab ac bc a b a c b c

3
2 2 2 2 2 2+ + + + +

.  

511. а) 
a 6

8
; б) 

3 21
28

a
; в) 

a 6
8

; г) 
a 15

5
; д) 

a 7
7

; е) 
3

7

a
; ж) 

4

7

a
;  

з) 
5 159

53
a

. 512. а) 3 ; б) 2; в) 4 3 ; г) 
58
2

; д) 
11 39

13
; е) 0 8 15, ;  

ж) 
663
13

; з) 
2 6783

19
. 513. а) 

a 3
4

; б) 
a 3

4
; в) 

3 13
13

a
; г) 

3 13
13

a
; д) 0; 

е) 0; ж) 
a 13

26
; з) 

a 3
8

. 514. а) 
a 2

2
; б) 

13 6
72
a

; в) 
a 2

4
; г) 

a 6
6

; д) 0;  

е) 
a 70

35
. 515. а) 

a
2

; б) 
a 6

3
; в) 

a 6
6

; г) 
a
2

; д) 
a 6

6
; е) 

3 22
22

a
. 516. а) 2 3 ; 

б) 
6 17

17
; в) 

2 51
17

; г) 
6 3

5
; д) 

3
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